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PROGRAMME DE GÉOMÉTRIE 

PARTICULIER A LA SECTION SCIENTIFIQUE. 

Octobre 1859. 


Classe de Troisième. 


FIGURES PLANES. 

Page4. 

LEÇONS 1 — VII. — Ligne droite et plan. — Ligne brisée. — Ligne 
courbe. 

Lorsque deux droites partent d’un même point, suivant des di- 
rections dilTérentes, elles forment une ligure qu'on appelle angle. 

— Génération des angles par la rotation d'une droite autour d'un. . 
de ses points. 

Angles droit, aigu, obtus. — Par un point pris sur une droite, 
on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire 5 cette droite. . . 1 

Angles adjacents. — Angles opposés par le sommet 6 

Triangles. — Cas d’égalité les plus simples 8 

Propriétés du triangle isocèle 14 ■* 

Propriétés de la perpendiculaire et des obliques, menées d’un 
même point il une droite. — Cas d’égalité des triangles rectangles. 17 

LEÇONS Vlll — XL — Lorsque deux parallèles sont rencontrées par 
une sécante, les quatre angles aigus qui en résultent sont égaux 
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Il PROGRAMME. 

Pjjm, 

cnlre eux, ainsi que les quatre angles obtus. — Dénominations 

attribuées b ces divers angles. — Réciproques* 23 

Angles dont les côtés sont parallèles ou perpendiculaires. 

Somme des angles d'un triangle ou d'un polygone quelconque . . 24 

Parallélogrammes. — Propriétés de leurs côtés, de leurs angles 
et de leurs diagonales 3i 

LEÇONS XII — XVII. — De la circonférence du cercle. — Dépen- 
dance mutuelle des arcs et des cordes iO 

Le rayon perpendiculaire ô une corde divise cette corde et l'arc 

sous-tendu chacun en deux parties égales 44 

Dépendance mutuelle des longueurs des cordes et de leurs dis- 
tances au centre. — Conditions pour qu'une droite soit tangente ô 
une circonférence. — Arcs interceptés par des cordes parallèles. . . 47 

Conditions du contact et de l'intersection de deux cercles 51 

Mesure des angles. — Si des sommets de deux angles on décrit 
deux arcs de cercle d'un même rayon, le rapport des angles sera 
égal ô celui des arcs compris entre leurs côtés*. 

Angles inscrits. — Evaluation des angles en degrés, minutes et 
secondes 55 

LEÇONS XVIII. — XXn. — Problèmes — Usage de la règle et du 
compas dans les constructions sur le papier. — Véri&cation de la 
règle. 

Problèmes élémentaires sur la construction des angles et des 

triangles 64 

Tracé des perpendiculaires et des parallèles. — Abréviations 
des constructions au moyen de l'équerre et du rapporteur. — Véri- 

Ucations de l'équerre 69 

Division d'une droite et d'un arc en deux parties égales. — Dé- 
crire une circonférence qui passe par trois points donnés. — D'un 
point donné hors d'un cercle, mener une tangente ô ce cercle. — 

Meneï une tangente commune ii deux cercles. — Décrire sur une 
ligne donnée un segment de cercle capable d'un angle donné.. . . 75 

* On admettra qu’on ne peut mener, par un point donné, qu’une seule paraltèle 
à une droite. 

* La proposition étant démontrée pour le cas où il y a entre les arcs une com- 
mune mesure, quelque petite qu’elle soit, sera, par cela même, considérée comme 
générale. 
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III 


LEÇONS XXIII — XXX. — Lignes proporlionnelles. — Toule pa- 
rallèle à l'un des côiés d'un triangle divise les deux autres côtés 
en parties proportionnelles. — Réciproque. — Propriétés de la 
' bissectrice de l'angle d'un triangle 83 

Polygones semblables. — En coupant un triangle par une paral- 
lèle ô l'un de ses côtés, on détermine un triangle partiel sembla- 
ble au premier. — Condition de similitude des triangles. 

Décomposiiion des polygones semblables en triangles semblables. 

— Rapport des périmètres 90 

Relation entre la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle 
droit d'un triangle rectangle sur l'bypoténuse , les segments de 
l'hypoténuse, l'hypoténuse elle-même et les côtés de l'angle 
droit. 

Relations entre le carré du nombre qui exprime la longueur du 
côté d'un triangle opposé ô un angle droit, aigu ou obtus, et les 
carrés des nombres qui expriment les longueurs des deux autres 
côtés. 

Si d’un point pris dans le plan d'un cercle on mène des sécantes, 
le produit des distances de ce point aux deux points d'intersection 
de chaque sécante avec la circonférence est constant, quelle que 
soit la direction de la sécante. — Cas où elle devient tangente. . . 404 

Div’iser une droite donnée en parties égales ou en parties pro- 
portionnelles à des lignes données. — Trouver une quatrième pro- 
portionnelle ù trois lignes; une moyenne proportionnelle entre 
deux lignes. 

Construire sur nne droite donnée un polygone semblable i un 
polygone donné 443 

LEÇONS XXXI — XXXIV. — Polygones réguliers. —Tout polygone 
régulier peut être inscrit et circonscrit au cercle. 

Le rapport des périmètres de deux polygones réguliers, d'un 
même nombre de côtés, est le même que celui des rayons des cer- 
cles circonscrits'. 

Le rapport d'une circonférence à son diamètre est un nombre 
constant 424 

Inscrire dans un cercle de rayon donné un carré, un hexagone 

1 La longneur de la circonférence de cercle sera considérée, sans démonstration, 
comme la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone inscrit dans cette 
courbe i mesure que ses côtés diminuent indéfiniment. 
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régulier, un décagone régulier. — Manière d’évaluer le rap|)ori 
approché de la circonférence au diamètre, en calculani les péri- 
mètres des polygones réguliers de 4, 8, 16, 32 côtés, inscrits 

dans un cercle de rayon donné 


Claue de Seconde. 

LEÇONS I — V. — Révision de quelques points de la géométrie plane, 
et nolamment de la détermination du rapport de la circonférence 
au diamètre. 

LEÇONS VI — XII. — De l’aire des polygones et de celle du cercle. 
—Mesure de l’aire du rectangle; du parallélogramme; du tra- 
pèze; d’un polygone quelconque. — Méthode de la décomposition 
en triangles et en trapèzes rectangles 

Relations entre le carré construit s'ur le côté d’un triangle opposé 
è un angle droit, ou aigu, ou obtus, et les carrés construits sur les 
deux autres côtés 

Le rapport des aires de deux polygones semblables est le même 
que celui des carrés des côtés homologues 

Aire d’un polygone régulier. — Aire d’un cercle, d’un secteur 
et d’un segment de cercle. — Rapport des aires de deux cercles de 
rayons différents 

Exercices et problèmes. 


1.32 


1U 

ISl 

1o9 

1 63 
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V 


«I 

FIGURES DANS L’ESPACE. 

PtgM. 

LEÇONS XIII — XXV. — Du plan el de la ligne droite. — Deux 
droites qui se coupent déterminent la position d’un plan. — Con- 
ditions pour qu’une droite soit perpendiculaire é un plan. 

Propriétés de la perpendiculaire el des obliques, menées d'un 


même point un plan 173 

Parallélisme des droites et des plans 183 


Lorsque deux plans se rencontrent, la flgure que fondent ces 
plans, terminés é leur intersection commune, s’appelle cmÿie dièdre. 
— Génération des angles dièdres par la rotation d'un plaît autour 
d’une droite. — Dièdre droit. • 

Angle plan correspondant à l'angle dièdre. — Le rapport de deux 


angles dièdres est le même que celui de leurs angles plans I9I' 

Plans perpendiculaires entre eux. — Si deux plans sont perpen- 
diculaires è un troisième, leur intersection commune est perjten- 
diculaire è ce troisième 197 


Angles trièdres.'MÜbaque face d'un angle trièdre est plus petite 
que la somme des deux autres. 

, Si l'on prolonge les arêtes d'un angle trièdre au delà du som- 
met. on forme un nouvel angle trièdre qui ne peut lui être super- 
posé, bien qu’il soit composé des mêmes éléments. Ces deux 
angles trièdres sont dits symétriques l’un de l'autre. 

Si deux angles trièdres ont les faces égales cbacune à cliacune, 
les angles dièdres opposés aux faces égales sont égaux chacun 
à chacun, et les deux angles trièdres sont égaux ou symétriques. 

(On se bornera à seul théorème sur l’égalité ou la symétrie des an- 
gles trièdres). 

La somme des faces d'un angle polyèdre convexe est glus 
petite que quatre angles droits 201 

i 

LEÇONS XXVI — XXX. — Des polyèdres. — Parallélipipède. — 
Mesure du volume du parallélipipède rectangle, du parallélipipède 
quelconque, du prisme triangulaire, du prisme quelconqne 210 

Pyramide. — Mesure du volume de la pyramide triangulaire, de 
la pyramide quelconque. — Volume du tronc de pyramide à bases 
parallèles. — Exercices numériques 225 
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PROGRAMME. 


Classe de Rhétorique. 


P«gM. 

LEÇONS I — VIII. — Révision du cours de seconde.— Exercices. 

LEÇONS IX — XL — Polyèdres semblables'. 

En coupant une pyramide par un plan parallèle à sa base, on 
détermine une pyramide partielle semblable à la première. Deux 
pyramides triangulaires qui ont un angle dièdre égal compris entre 
deux faces semblables et semblablement placées sont semblables. . 

(Nota On se bornera à ce seul cas de simililude.) 210 

Décomposition des polyèdres semblables en pyramides Iriang'.;- 
laires semblables. — Rapport de leurs volumes. — Exercices numé- 
riques 24 i 

LEÇONS XII — XV. — Cône droit è base circulaire. — Sections paral- 
lèles. — Volume du cône, du tronc de cône à bases parallèles*. 252 
Cylindre droit è base circulaire.— Mesure de la surface latérale 
et du volume. — Extension aux cylindres droits è base quelconque. 262 

LEÇONS XVI — XXII.— Sphère. — Sections planes, grands cercles, 
petits cercles. — Pôles d’un cercle. Étant donnée une sphère, trou • 


ver son rayon. 

Plan tapgent 260 

Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée régulière, 
tournant autour d'un axe mené dans son plan et par son centre. 

— Aire de la zone, de la sphère entière 280 


Mesure du volume engendré par un triangle, tournant autour 
d'un axe mené dans son plan par un de ses sommets. — Applica- 
tion au secteur polygonal régulier tournant autour d’un axe mené 
dans son plan et par son centre. — Volume Ou secteur sphérique, 
de la sphère entière ; du segment sphérique à une base 236 


> On appelle ainsi ceux qui sont compris sous un même nombre de faces sem- 
blables chacune 4 chacune, et dont les angles polyèdres homologues sont égaux. 

* L’aire du cône (ou du cylindre) sera considérée, sans démonstration, comme 
la limite vers laquelle tend l'aire de la pyramide inscrite (ou du prisme inscrit), i 
mesure que ses faces diminuent indéfiniment. 
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VII 


NOTIONS SUR QDELQUES COURBES USUELLES. 

Pjge*. 

LEÇONS I— V. — Définition de l’ellipse par la propriété des foyers. 

— Tracé de la courbe par points et d’un mouvement continu. 

Axes. — Sommets. — Rayons vecteurs. 

Définition générale de la tangente à une courbe. 

Les rayons vecteurs menés des foyers à un point de l’ellipse 
font, avec la tangente, en ce point et d’un même cftté de cette 
ligne, des angles égaux. 

Mener la tangente à l’ellipse, 1° par un point pris sur la courbe, 

2° par un point extérieur. — Normale à l’ellipse 295 

LEÇONS VI — X. — Définition de la parabole par la propriété du 
foyer et de la directrice. — Tracé de la courbe par points et d’uu 
mouvement continu. 

Axe. — Sommet. — Rayon vecteur. 

La tangente fait des angles égaux avec la parallèle i l’axe et le 
rayon vecteur, menés parle point de contact. 

Mener la tangente è la parabole, 1° par un point pris sur la 
courbe; 2° par un point extérieur. — Normale. Sous-normale. 

Le carré d'une corde perpendiculaire è l'axe est proportionnel à 
la diêtance de cette corde au sommet 328 

Définition de l’iiélice, considérée comme résultant de l’enroule- 
ment du plan d’un triangle rectangle sur un cylindre droit è base 
circulaire. 

La tangente à l’hélice fait avec l’arête du cylindre un angle 
constant. 

Construire la projection de l'bélice et de la tangente sur un plan 
perpendiculaire à la base du cylindre 343 
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GÉOMÉTRIE 


FIGURES PLANES 


PREMIÉ^RE LEÇON. . 

PiOGRAiiME. — Ligne droite el Plan. — Ligne brisée. — Ligne courbe. — 
Lorsque deux droites partent d’un même point suivant des directions 
différentes, elles forment une figure qu’on appelle angle. — Génération 
des angles par la rotation d’une droite autour d’un de ses points. — 
Angles droit, aigu, obtus. Par un point pris sur une droite, on ne peut 
élever qu’une seule perpendiculaire à cette droite. 


DÉFINITIONS. 

1. On appelle volume une portion limitée de l’espace. Ce 
qui sépare le volume du reste de l’espace se nomme surface. 

Lorsque deux surfaces se pénètrent, on donne le nom de 
ligne à leur partie commune. De même, le point est la partie 
commune à deux lignes qui se coupent. 

La Géométrie a pour objet l’éttide des propriétés des volu- 
mes, des surfaces et des lignes; aussi dit-on qu’elle est la 
science de l’Étendue. 

’ 2. II y a dettx espèces de lignes : la ligne droite et la ligne 

courbe. 

La ligne droite est la ligne qtti va d’un point à un autre par 
le chemin le plus court. 

On admet comme évident qu’on ne peut mener qu'une ligne 
droite d'un point à un autre. Il en résiille (|ue, si l’on applique 

AU. t 
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deux points d’une ligne droite sur une autre ligne droite, ces 
deux lignes coïncident dans toute leur étendue. 

V J On dési^^ne un point par une lettre 

quelconque. Pour nommer une ligne 
droite, on énonce deux points de cette ligne ; ainsi la ligne 
droite AB est celle qui passe par les points A et B. 

Toute ligne composée de portions finies de lignes droites est 
une ligne brisée. 

On appelle ligne courbe toute ligne qui n’est ni droite ni 
brisée. Il existe une infinité d’espèces de lignes courbes; cha- 
cune a sa définition propre. 

3. Parmi Ics^sur faces, on distingue la surface plane ou le plan. 

Le plan est une surface telle que la ligne droite, menée par 

deux points quelconques de cette surface, coïncide avec elle 
dans toute son étendue. 

4. On désigne les volumes, les surfaces et les lignes sous le 
nom commun de figures. — Une figure est plane lorsque tous 
ses éléments sont compris dans un même plan. 

Deux figures sont égales lorsqu’on peut les faire coïncider, 
en appliquant l’une sur l’autre. Dans la superposition de deux 
figures planes on admet ce principe qui sera démontré plus 
loin : Si l’on applique trois points d’un plan sur un autre plan, 
ces deux surfaces coïncident dans toute leur étendue. 

On dit que deux figures sont équivalentes lorsqu’elles ont la 
même étendue, sans avoir la même forme. 

5. Lorsque deux lignes droites partent d’un 
même point A suivant des directions différentes 
AB, AC, elles forment une figure qu’on appelle 
angle. Les lignes droites AB, AC, sont les 
côtés de l’angle; le point A en est le sommet. 

On désigne un angle par son sommet s’il 
est seul en ce point; dans le cas contraire, on marque deux 
points sur les côtés de l’angle et l’on énonce le sommet 
entre ces deux points. Ainsi f angle BAC a le point A pour 
sommet, et ses côtés passent respectivement par les points 
B,C. 

La grandeur d’un angle, par exemple BAC, ne dépend que 
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de l’écartement de ses côtés, qu’il faut toujours concevoir pro- 
longés indéfiniment. Pour se faire une idée de cette grandeur, 
on suppose le côté AC d’abord appliqué sur AB , puis on le fait 
tourner autour du sommet A jusqu’à ce qu’il ait repris sa posi- 
tion primitive; la quantité dont la ligne droite AG a tourné 
est précisément ce qui constitue la grandeur de l’angle BAC. 

9 /n angles ABC, CBD, sont adjacents 

lorsqu’ils ont le même sommet B, un 
côté commun BC et qu’ils sont placés 
de part et d’autre de ce côté. 

Une ligne droite AB est perpendicu- 
laire ou oblique à une autre ligne droite 
CD, selon qu’elle fait avec celle-ci deux 
angles adjacents ABC, ABD, égaux ou 
inégaux. Dans l’un et l’autre cas, l’in- 
tersection B des deux lignes droites est 
appelée le pied de la perpendiculaire ou 
de l’oblique. 

On jjomine angle droit tout angle dont l’un des côtés est per- 
pendiculaire à l'autre. 

6. Un théorème est la proposition d’une vérité qu’il faut dé- 
montrer. 

L’énoncé d’un théorème renferme deux parties, savoir : 
une hypothèse faite sur un certain sujet et une conclusion qui 
est la conséquence de l’hypothèse. Le raisonnement que l’on 
fait pour déduire la conclusion de l’hypothèse, lorsque leur 
dépendance n’est pas évidente, est appelé la démonstration du 
théorème. 

Deux théorèmes sont réciproques, lorsque l’hypothèse et la 
conclusion de l’un sont la conclusion et l’hypothèse de l’autre. 
Ainsi le théorème : « Si deux angles sont droits , ils sont 
égaux, n a pour réciproque :« Si deux angles sont égaux, 
ils sont droits. » 

Lorsque la conclusion d’un théorème convient à plus de cas 
que l’hypothèse, le théorème réciproque peut être faux. Noos 
en avons un exemple dans le théorème précédemment énoncé ; 
car deux angles peuvent être égaux sans être droits. 
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On appelle corollaire d’un théorème une conséquence quel- 
conque de ce théorème. 


THÉORÈME. 

D'un point O, pris sur une ligne droite AB, on peut mener 
une perpendiculaire à celle ligne, et on ne peut en mener qu'une. 

Je tire par le point O une ligne droite 
quelconque 00; si les angles adjacents 
AOC, ROC sont égaux, la ligne OC est 
perpendiculaire à AB. Dans le cas con- 
traire, et en admettant que l’angle AOC 
soit moindre queBOC, je fais tourner la ligne droite OC autour 
du point O jusqu’à ce qu’elle coïncide avec OB. Dans ce mou- 
vement, l’angle AOC croît d’une manière continue, tandis que 
l’angle BOC, d’abord plus grand que AOC, décroît d’une ma- 
nière continue jusqu’à devenir nul. Donc la ligne droite OC 
passe par une position OD, dans laquelle elle fait avec AB des 
angles adjacents AOD,BOD, égaux entre eux. Cette positjon est 
unique; car, avant de l’atteindre et après l’avoir dépassée, la 
ligne OC fait avec AB des angles inégaux. Par conséquent, 
OD est la seule perpendiculaire qu’on puisse mener à la ligne 
droite AB parle point 0, ptis sur cette ligne. 

CoRoixAiRE 1. — Tous les angles droits sont égaux. 

Soient la ligne droite CD 
» " perpendiculaire à AB, et la 

I ligne droite GH perpendicu- 

laire à EF; je dis que l’angle 

j; K — F 'droit ACD est égal à l’angle 

droit EGH. 

Je transporte l’angle ACD sur l’angle EGH, et j’applique la 
ligne droite AB sur EF, de telle sorte que le point C coïncide 
avec le point G. La ligne droite CD, perpendiculaire à AB, 
prend alors la direction de la ligne droite GH perpendiculaire 
à EF, et l’angle ACD coïncide avec l’angle EGH. 

Remarque. — Un angle est aigu ou obtus, seloti (ju’il est plus 
petit ou plus grand qu’un angle droit. 
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DEUXIÈME LEÇON. 


Procbamme : Angles adjacenis. — Angles opposés par le sommet. 


DÉh'lNlTia>S. 



üii dit que deux angles ABC, DBE sont op- 
posés par le sommet lorsque les côtés de l’un 
sont les prolongements des côtés de l’autre. 

Deux angles sont complémentaires, lorsque 
leur somme est égale à un angle droit.— Deux 
angles sont supplémentaires, s’ils valent en- 


semble deux angles dr,oits. 


THÉUBÈ.V1E 1. 

Lorsqu'une ligne droite AB en rencontre 
' une autre CD, la somme de deux angles 

! / adjacents .\EC, BEC, formés par ces lignes, 

-i'®— J- égale deux angles droits. 

/ Si la ligne droite Cl) est perpendiculaire 

/ sur AB, le théorème est évident, puisque 

les angles AEC, BEC sont droits. 

Dans le cas contraire, j’élève par le point E la perpendicu- 
laire EF sur la ligne droite AB, et je fais remarquer que l’angle 
obtus .\EC est plus grand que l’angle droit AEF de l’angle 
CEF, tandis que l’angle aigu BEC est moindreque l’angle droit 
BEF du même angle CEF. Donc la somme des deux angles 
adjacents AEC, BEC, égale la somme des deux angles droits 
AEF; BEF. 
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GÉOMKTRIK. 

r. Corollaire I. — Lorsque l’un des quatre 

angles formc.%par deux lignes droites AB, 
CD, est droit, les trois autres sont aussi 
K "n. B droits. 

En eflet, si l’angle AOC est droit, l’angle 
„ COB qui lui est adjacent sera aussi droit, 
puisque ces angles sont supplémentaires. 
11 résulte pareillement, de ce que l’angle COB est droit, 
que son supplément BOD égale aussi un angle droit. Enfin 
l’angle AOD est droit, parce qu’il est le supplément de l’angle 
droit BOD. 

D f ./ Corollaire 11. — La somme des angles 
/ ^ adjacents ACD, DCE, ECF, FCB, faits d’ûn 

^ même côté d’une ligne droite AB, égale deux 

‘ ^ ® angles droits. 

Car le premier de ces angles, c’est-à-dire ACD, a pour sup- 
plément l’angle DCB (pn est la somme de tous les autres an- 
gles DCE, ECF, FCB. 

Corollaire III. — La somme des angles 
adjacents BAC, CAD, D.VE, EAF, F.AB, 
que font autour d'un point A les lignes 
droites AB, AC, AD, AE, AF, tirées de ce 
point, égale quatre angles droits. 

Je prolonge l’une de ces lignes droites, 
par exemple AD, au delà du point A et je 
remplace l’angle BAF par les deux angles BAG, GAF dont il 
est la somme. Les angles adjacents, faits de chaque côté de la 
ligne droite DC, valent ensemble deux angles droits; donc la 
somme de tous les angles faits autour du point A égale quatre 
angles droits. 

ÏHÉOBÉME H. 

Si deux angles adjacents ABC, CBD, sont 
supplémentaires, leurs côtés non communs 
AB, BD, sont en ligne droite. 

® En effet, le prolongement de la ligne 
droite AB au delà du point B doit faire avec BC un angle égal 
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au supplément de l’angle ABC (1) *, c'est-à-dire égal à l’angle 
CBD; il coïncide donc avec la ligne droite BD. 

THÉORÈME 111. 



jt. 


Si deux lignes droites AB, CD se rencontrent, les angles AEC, 
BED, opposés par le sommet sont égaux. 

Les angles adjaccnls AEC, CEB, faits 
par les lignes droites AB, EC, sont sup- 
plémentaires (I). Pareillement, les an- 
gles adjacents BED, CEB, faits par les 
lignes droites CD, EB, valent ensemble 
deux angles droits. Donc les angles AEC, BED, opposés par le 
sommet, ont pour supplément le même angle CEB, et sont 
égaux entre eux. 


l'HOBLEMES. 


1. Les bissectrices de deux angles adjacents et supplémen- 
taires sont perpendiculaires l’une à l’autre. (On appelle bis- 
sectrice d'un angle la ligne droite qui divise cet angle en deux 
parties égales.) 

2. Lorsque quatre angles adjacents valent ensemble quatre 
angles droits, si le premier est égal au troisième et le deuxième 
égal au quatrième, les côtés de ces angles sont deux à deux en 
lignes droites. 

.‘3. Les bissectrices de deux angles opposés par le sommet 
sont en ligne droite. 


' Les nombres mis entre parenthèses indiquent les théorèmes sur lesquels ■ 
s'appuie la démonstration que l’on fait. Un seul nombre écrit en chiffres 
romains, comme (1), indiipie le ihéorèine l de la leçon actuelle ; deux , 
nombres , l’un en chiffres arabes et l’aulre en chiffres romains , par 
exemple (20, 111), indiquent le théorème III de la 20* leçon. 
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TROISIÈME ET QUATRIÈME LEÇON. 

Programme ; Triangles. — Cas d’égalité les plus simples. 


, • DÉFINITIONS. 

Un Irianyle est une portion de plan terminée par trois lignes 
droites qui se coupent deux à deux et qu’on appelle les côtés 
du triangle. Les angles des côtés consécutifs et les sommets 
de ces angles se nomment aussi les anyles et les sommets du 
triangle. 

THÉORÈME 1. 

Un côté quelconque d’un triangle est moin- 
dre que la somme des deux autres. 

En effet, la ligne droite AC étant le plus 
court chemin du point A au point C, le 
côté AC du triangle ABC est moindre que la somme des deux 

* autres côtés AB, BC. 

Corollaire. — Si de chacun des membres de l’inégalité 
" AB+BC>AC 

on retranche le côté BC, on a la nouvelle inégalité 
AB>AC— BC 

• qui conduit à cet autre énoncé du théorème précédent : Un 
côté quelconque d’un triangle est plus grand que la différence 
des deux autres. 



Digitized by Google 



FHirRLS I'LANES.-111« Eï IV' LEÇON. 9 

THEOBÉME 11. 

Si, d’un point O pris à l’intérieur d'un triangle ABC, on 
mène les droites DB, OC aux extrémités d’un côté BC, la somme 
A de ces droites est moindre que la 

/ somme des deux autres côtés AB, AC 

du triangle. 

Chaque côté d’un triangle étant 
B' “c moindre que la somme des deux 

autres, si je prolonge la droite BD jusqu’au point E où elle 
rencontre le côté AC, j’ai dans le triangle ABE : 
BD+DE<AB+AE, 
et dans le triangle CDE : 

CD<DE+EC. 

J’ajoute les deux inégalités précédentes inembre à membre; 
je supprime ensuite le terme DE, commun aux deux membres 
de la nouvelle inégalité, et je trouve : 

BD+CD<AB+AE+EC ; 

ce qui démontre le théorème énoncé, puis(|ue la somme des 
deux lignes AE, EC, est égale au Côté AC. 

• THÉORÈME 111. 


Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Soient ABC, DEF, deux triangles ayant le 
côté BC égal à EF, l’angle ABC égal à DEF et 
l’angle ACB égal à DFE; je dis que ces trian- 
gles sont égaux. 

En effet, je transporte le triangle DEF sur le 
triangle ABC, et je fais coïncider le côté EF 
avec le côté BC qui lui est égal, en plaçant le 
point E sur le imint B et le point F sur le point C. Le côté ED 
prend alors la direction de BA, parce que tes angles DEF, -VBC 
sont égaux ; le côté FD prend pareillement la direction de CA, 
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GÉOMÉTRIE. 

à cause de l’égalité des angles DFE, ACB. I*ar suite, le point 
D, commun aux deux droites ED, Fl», vient se placer sur l’in- 
tersection A des deux droites BA, CA, et les triangles ABC, 
DEF, coïncident dans toute leur étendue. 

Corollaire. — Lorsque deux triangles ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux chacun à chacun, les côtés opposés 
aux angles égaux sont aussi égaux ; il en est de même des an- 
gles opposés aux côtés égaux. 

THÉORÈME IV. 

Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

Soient ABC, DEF, deux triangles ayant l’angle A égal à l’an- 
gle D, le côté AB égal au côté DE et le côté AC 
égal au côté DF’; je dis que ces triangles sont 
égaux. 

En effet, je transporte te triangle DEF sur 
le triangle ABC, et je fais coïncider les côtés 
égaux AB, DE, en posant le point D sur le 
point A et le point E sur le point B. Le côté DF 
prend alors la direction de AC à cause de l’égalité des angles 
EDF, BAC, et le point F se place sur le point C, puisque les 
deux côtés DF, AC, sont égaux; le côté EF se confond par suite 
avec BC, qui a les memes extrémités, et les triangles ABC, 
DEF, coïncident dans toute leur étendue. 

Corollaire. — Lorsque deux triangles ont un angle égal 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, les angles 
opposés aux côtés égaux sont aussi égaux entre eux. 11 en est 
de même des côtés opposés aux angles égaux. 

THÉORÈME V. 

Si deux triangles ont un angle inégal compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun, les troisièmes côtés sont inégaux, 
et le plus grand de ces côtés est opposé au jdus grand angle. 
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1 Je suppose l’angle A du trian- 

gle ABC plus grand que l’angle 
A' du triangle A'B'C', et les côtés 
AB, AC, égaux respectivement 
j aux cotés A'B', A'Ü ; je dis que 
N j le côté BC opposé à l’angle A est 
\ plus grand que le côté B'C^ op- 
posé à l’angle AL 

Four le démontrer, j’applique le triangle A'B'C' sur le 
triangle ABC, de manière que le côté A'B' coïncide avec son 
égal AB. Soit AC" la position que le côté A'C' prend dans l’an- 
gle BAC, plus grand que l’angle B'A'C' par hypothèse. Je divise 
l’angle CAC" en deux parties égales par la droite AD qui ren- 
contre le côté BC au point D, et je tire la droite DC". Les trian- 
gles ADC, ADC" ont un angle égal compris entre deux côtés 
égaux chacun à chacun, savoir : l’angle DAC égal àDAC" par 
construction, le côté AC égala AC" par hypothèse, et le côté AD 
commun; ces triangles sont donc égaux (IV), et le côté DC est 
égal à DC". Or, on a dans le triangle BDC" (1) : 
B1H-DC'>BC", 
ou 

BD-i-DC >BC"; 

par conséquent le côté BC est plus grand (jne BC", ou que son 
égal B'C'. * 


Remarque. En plaçant le triangle A'B'C' sur le triangle ABC, 
j’ai supposé que l’extrémité C' du côté A'C' se trouvait à l’exté- 
rieur du triangle ABC. Ce point peut être sur le côté BC, ou cà 
l’intérieur du triangle ABC; pour chacune de ces deux autres 
positions du sommet C, la démonstration du théorème est 
identique à la précédente. 

CoKOLLAiRË. — Les deux théorèmes précédents prouvent que 
si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun, les 
troisièmes côtés de ces triangles ne sont égaux ou inégaux 
qu’autant que les angles opposés sont eux-mêmes égaux ou 
inégaux, et que, dans le cas de l’inégalité, le plus grand côté est 
opposé au plus grand angle. 
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THEÜKEME VI. 



Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun. 

Soient les triangles ABC, BEF, qui ont le 
côté AB égal à DE, le côté AC égal à DF et le 
côté BC égal à EF. Je dis d’abord que deux 
angles, tels que A et D, opposés à des côtés 
égaux BC, EF, sont égaux. 

En effet, les deux côtés AB, AC du triangle 
ABC étant égaux respectivement aux côtés DE, 
DF du triangle DEF, les troisièmes côtés BC, EF de ces trian- 
gles ne peuvent être égaux que si les angles A et D qui leur 
sont oi>posés sont eux-mêmes égaux (V, c.). Or BC égale EF 
par hypothèse ; donc l’angle A égale aussi l’angle D. Les trian- 
gles ABC, DEF, ayant alors un angle égal compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun, sont égaux (IV). 

Corollaire. — Si deux triangles ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun , les angles opposés aux côtés égaux sont 
égaux. 


* PROBLÈMES. 

1. La somme des lignes droites qui joigueut un point, pris 
à l’intérieur d’un triangle, aux trois sommets, est moindre 
que le périmètre du triangle et plus grande que la mpitié de 
ce périmètre. 

2. La ligne droite qui joint le sommet d’un triangle au mi- 
lieu du côté opposé est moindre que la moitié de la somme 
des deux autres côtés, mais plus grande que la moitié de l’excès 
de celte somme sur le troisième côté. 

Conclure de ce théorème que la somme des lignes droites 
qui Joignent les sommets d’un triangle aux milieux des côtés 
opposés est moindre que le périmètre du triangle et plusgrande 
que la moitié de ce périmètre. 
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3. Si l’on prolonge les côtés BA, CA du triangle ABC au delà 
du sommet A, de quantités AB', AC' qui leur soient respective- 
ment égales, et qu’on tire la ligne droite B'C', t° les milieux 
des lignes BC, B'C' et le sommet A seront en ligne droite; 2" le 
dernier de ees trois points divisera la distance des deux autres 
en parties égales. 

A. Si l’on prend sur l’un des côtés d’un angle quelconque 
ABC les longueurs BD, BE et sur l'autre côté les longueurs BB, 
BE', respectivement égales à BD, BE, et qu'on trace ensuite les 
lignes droites DE', ED', ces lignes se couperont sur la bissec- 
trice de l’angle ABC. — De là résulte un moyen de construire 
la bissectrice d’un angle. 
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CINQUIÈME LEÇON. 


PioGRAKHE : Propriétés du trisngle isocèle. 


DÉFINITIONS. 


Un triangle isocèle est un triangle qui a deux côtés égaux. 

Un triangle équilatéral, ou équiangle, est un triangle dont 
les trois côtés ou les trois angles sont égaux. 

La perpendiculaire abaissée d’un sommet d’un triangle sur 
le côté opposé so nomme hauteur du triangle; ce côté prend 
alors, relativement à la hauteur, le nom de base. 

On choisit ordinairement pour la base d’un triangle iso- 
cèle celui des trois côtés qui n’est pas égal à l’un des deux 
autres. 


THÉORÈME 1. 


Les angles opposés au.r deux côtés égaux d’un triangle iso- 
cèle sont égaux. 

Soit ABC un triangle dont les côtés AB, AC 
sont égaux; je dis que l’angle ACB opposé au 
côté AB égale l’angle ABC opposé au côté AC. 

\ En effet, je Joins le sommet A du triangle au 
B ji c milieu D de sa base BC par la ligne droite AD. 
Cette ligne divise le triangle ABC en deux triangles ABD, ACü, 
qui ont les trois côtés égaux chacun à chacun ; car le côté AD 
leur est commun, les côtés AB, AC sont égaux d’après l’hypo- 
Ihèse, et le côté BD égale CD, puisque le point D est le milieu 
de BC. Les triangles ABD, ACD sont donc égaux (4, VI), et l’an- 
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gle, ABD, opposé au côté AD du triangle ABD, est égal à l’angle 
ACD, opposé au côté AD du triangle ACD. 

Corollaire I. — De Légalité des triangles ABD, ACD, on peut 
conclure aussi l’égalité des angles BAD, DAC, et celle des an- 
gles ADB, ADC,qui sont supplémentaires (2y»l). Par conséquent, 
la ligne droite qui joint le sommet d'un triangle isocèle au mi- 
lieu de sa base divise l’angle du sommet en deux parties égales, 
et est perpendiculaire à la base du triangle. 

Corollaire IL — Un triangle équilatéral est équiangle. 

En effet, les angles de Ce triangle sont égaux, puisqu’ils 
sont opposés à des côtés égaux. 


THÉORÈME II. 



Si un triangle a deux angles égaux, les côtés opposés à ces 
angles sont aussi égaux, et le triangle est isocèle. 

Soit ABC un triangle dont les angles ABC, 
ACB sont égaux; je dis que le côté AC, opposé à 
l’angle ABC, égale le côté AB, opposé à l’angle 
ACB. 

Je construis sous le côté BG le triangle BCA' 
égal au triangle ABC, en faisant l'angle BCA' 
^ égal à l’angle CBA, et le côté CA' égal au côté 
BA. Ces triangles sont effectivement égaux, 
puisqu’ils ont un angle égal compris entre 
deux côtés égaux chacun à chacun (i, IV) ; donc l’angle CBA', 
opposé au côté CA', est égal à l’angle BCA, opposé au côté BA, 
et, par suite, égal à l’angle CBA. Cela posé. Je plie la figure 
suivant la droite BC et je rahats le triangle A'BC sur le triangle 
ABC; le côté BA' prend la direction de BA, à cause de l’égalité 
des angles CB.V, CBA, et le côté CA' s’applique sur CA, puis- 
que les angles CBA', CBA sont aussi égaux d’après l’hypothèse. 
Par conséquent le sommet A' coïncide avec le sommet A, et le 
côté C.\ égale le côté CA' ou BA. 

Corollaire.— U n triangle équiangle est équilatéral. 

En effet, les côtés de ce triangle sont égaux, pui.s(iii’ils sont 
opposés a des angles égaux. 
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THÉORÈME III. 


Si un triangle a^eux angles inégaux, le côté opposé au plus 
grand de ces angles est plus grand que le côté opposé à l’autre 
angle. 


N 

/A' 


A 


Soit ABC un triangle dans lequel l’angle BAC 
est plus grand que l’angle BCA; je dis que le côté 
CB, opposé à l’angle BAC, est plus grand que AB, 
opposé à l’angle BCA. 

Je fais au point A, sur le côté .\C, l’angle CAD 
égal à l’angle BCA; la ligne droite AD se trouve 
dans l’angle BAC, qui est par hypothèse plus grand que BCA. 
Soit D l’intersection de cette ligne et du côté BC; le triangle 
DAC ayant deux angles égaux, les côtés AC, CD, opposés à ces 
angles, sont aussi égaux (II). Or le côté AB du triangle ABD est 
moindre que la somme AD+DB des deux autres ; donc AB est 
aussi moindre que CD+DB, ou que CB. 

Corollaire. — Les deux *théorèmes précédents démontrent 
que deux côtés d un triangle ne sont égaux ou inégaux qu’au- 
tant que les angles opposés sont eux-mêmes égaux ou inégaux, 
et que, dans le ras de l'inégalité, le plus grand côté et le plus 
grand angle sont toujours opposés Tun à I nulre. 


PROHLF..MF.S. 

1. 'Les perpendiculaires menées des sommelsd’nn triangle 
équilatéral sur les côtés opposés sont égales. 

2. Si, sur les côtés égaux d’un triangle isocèle, on prend des 
points également éloignés du sommet et qu’on les joigne par 
des lignes droites aux extrémités opposées de la hase, ces li- 
gnes se couperont sur la droite qui va du sommet au milieu do 
la hase. 

.1. Les droites qui joignent les sornmelsd’un triangle isocèle 
aux milieux des côtes opposés se coupent au même point. 
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PtOGiuiiiii: : Propriétés de la perpendiculaire et des obliques menées d'un 
même point i une droite. — Cas d’égalité des triangles rectangles. 


DÉFINITIONS. 

Un triangle rectangle est un triangle qui a l’un de ses angles 
droit; on appelle hypoténuse le côté opposé à cet angle. 

THÉORÈME I. 


ly un point O, »itué hors d'une ligne droite AB, on peut me- 
ner une perpendiculaire à celte ligne, et on ne peut en mener 
qu’une. 

1° Je fais tourner la parlie supérieure du 
plan de la figure sur la droite AB comme 
axe, jusqu’à ce qu’elle coïncide avec la partie 
_B inférieure; soit alors O' la position du point 
0. Je relève ensuite le plan , et je tire la 
ligne droite OO'; cette ligne est perpendi- 
culaire à AB qu’elle rencontre au point C. 
En effet, si je replie le plan suivant AB, la 
ligne droite CO prend la direction de CO', puisque le point 0 
s’applique par hypothèse sur le point 0'; donc les angles adja- 
cents ACO, ACCF, coïncident, et la ligne droite 00' est perpen- 
diculaire à la ligne droite AB. 

2° Je dis que la droite OD , menée du point 0 à tout autre 
point D de la ligne AB, est oblique à cette ligne. Pour le dé- 
montrer, je tire la droite DO', et je plie la figure suivant AB. 

AM. 2 
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Le point O vient se placer sur le point O', et la droite DO sur 
DO'; l’angle CDO égale par suite l’angle CDO'. 
Cela posé , comme on ne peut mener que la 
droite OCO' du point O au point 0', la droite 
DO' n’est pas le prolongement de OD. Par 
conséquent, la somme des deu^ angles ad- 
jacents CDO, CDO'. dont les côtés' non com- 
muns DO, DO' ne sont pas en ligne droite, 
n’est pas égale à deux angles droits; et l’angle CDO, moitié 
de cette somme , n’est pas droit. La ligne droite OD est donc 
oblique à la ligne droite AB. 



Remarque. Lorsqu’une perpendiculaire et différentes obli- 
ques sont abaissées d’un point extérieur à une ligne droite sur 
cette ligne, on dit que deux obliques sont également ou inéga- 
lement éloignées du pied de la perpendiculaire, selon que leurs 
pieds sont à des distances égales ou inégales de celui de la per- 
pendiculaire. 

THÉORÈME IL 


Si d’un point pris hors d'une ligne droite on abois e une per- 
pendiculaire et différentes obliques sur cette droite, 
t» La perpendiculaire sera plus courte que toute oblique; 

2» Deux obliques, également éloignées du pied de la perpen- 
diculaire , seront égales ; ^ 

3« De deux obliques, inégalement distantes du pied de la per- 
pendiculaire, la plus éloignée sera la plus grande. 

t" J’abaisse du point A la perpendicu- 
laire AR et l’oblique AC sur la ligne droite 
EF, et je dis que AB est moindre que AC. 

Car, si je prends sur le prolongement de 
AB la longueur BD égale à AB, et que je 
tire la ligne droite DC, les deux triangles 
ABC, DBC ont un angle égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun, savoir : les angles ABC, DBC, égaux parce 
qu’ils sont droits par hypothèse, le côté BC commun et les 
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côtés AB, BD, égaux d’après la conslruclion de la figure. Ces 
triangles sont donc égaux (3, IV), et le côté AG égale le côté DC. 
Or la ligne droite AD est moindre que la ligne brisée AC+CD; 
donc la moitié de AD, c’est-à-dire la perpendiculaire AB, est 
moindre que la moitié de AC-f CD ou que l’oblique AG. 

^ 2» Je prends sur EF, de chaque côté de 

la perpendiculaire AB, les longueurs égales 
BC, BG; je tire les obliques AC, AG, qui 
s’écartent également du pied de AB, et je dis 
que ces deux lignes sont égales. 

En efiet, les deux triangles ABC, ABG ont un angle droit 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun; ils sont donc 
égaux (3, IV), et le côté AC opposé à l’angle droit ABG égale le 
côté AG opposé à l’angle droit ABG. 

3» Soit la distance BC plus grande que BG, je dis que l’obli- 
que AC est plus grande que AG. 

Pour le démontrer, je prends sur 
BC une longueur BH égale à BG) et 
Jlje tire l'oblique AH qui est égale à 
AG, puisque ces lignes s’écartent éga- 
lement du pied de la perpendiculaire 
AB. Je prolonge ensuite AB d’une 
longueur BD qui lui soit égale, et je mène du point D les 
droites DC, DH. Les deux angles CBAj CBD étant droits par 
hypothèse, les triangles ABC, DBG sont égaux parce qu’ils 
ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à 
chacun (3, IV) ; par conséquent le côté AC opposé à l’angle 
droit CBA est égal au côté DC opposé à l’angle droit CBD; les 
deux droites AH, DH sont aussi égales pour une raison sem- 
blable. Or, le point H étant à l’intérieur du triangle ACD, 
la somme AH-t-DH de sep distances aux extrémités du côté 
AD est moindre que la somme AC-f-CD des deux autres côtés 
(3, H); donc l’oblique AH, moitié de AH-|-DH, est moindre que 
l’oblique AC, moitié de AC-l-CD. . 



CoROULAiRE 1. On mesure la dislance d’un point à une ligne 
droite par la longueur de la perpendiculaire abaissée du point 


Digitized by Google 



20 GÉOMÉTRIE. 

sur celle droile, parce qu’elle est la ligne la plus courte qu’on 
puisse mener de ce point à la droile donnée. 

Corollaire II. On ne peut mener d’un point à une ligne 
droite que deux obliques égales. 

Corollaire 111. Les réciproques du théorème précédent sont 
des conséquences évidentes de ce théorème. 

THÉORÈME III. 

Si par le milieu C de la ligne droile AB on élève sur celle 
ligne ta perpendiculaire DE, 1» tout point de DE sera également 
éloigné des extrémités de AB; 2° tout point extérieur à DE sera 
inégalement distant des mêmes extrémités A et B. . ^ 

1<> Je joins un point quelconque D de la 
perpendiculaire DE aux extrémités de AB 
par les lignes droites AD, BD. Le point C étant 
par hypothèse le milieu de AB, les obliques 
AD, BD, s’écartent également de la perpendi- 
culaire DE; elles sont donc égales (II), et 
le point D se trouve à la même distance des 

deux points A, B. 

2» Je prends un point F extérieur à la perpendiculaire DE, 
et je tire les lignes droites FA, FB; les points A et F étant 
situés de différents côtés de DE, la ligne droite FA rencontre 
DE en un point E dont les distances aux points A et B sont 
égales. Or, on a dans le triangle BEF (3, 1) : 

FB<FE-|-EB, 
ou FB<CFE-|-EA; 

donc le point F est moins éloigné du point B que du point A. 

Remarque. Dans la Géométrie plane, on appelle lieu géomé- 
trique d’un point une ligne, droite ou courbe, dont tous les 
fioints jouissent d’une même propriété. 

De là résulte ce nouvel énoncé du théorème précédent : Le 
lieu géométrique des points qui sont chacun également éloignés 
des deux points A, B est la perpendiculaire DE élevée au milieu 
de la droile AB. 
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THÉORÈME IV. 


Deux triangles rectangles sont égaux s’ils ont l'hypoténuse 
égale et un angle égal. 

Soient ABC, DEF, deux triangles rectan- 
gles et B, E, leurs angles droits. Je suppose 
riiypoténuse AC égale à l'hypoténuse DF, 
'c l’angle C égal à l’angle F, et je dis qoe ces 
triangles sont égaux. 

Je transporte le triangle DEF sur le 
triangle ABC, et, pour appliquer l’hypoté- 
nuse DF sur AC qui lui est égale, je place le point F sur le 
point C, le point D sur le point A. Le côté FE prend alors 
la direction de CB à cause de l’égalité des deux angles C, F, 
et la ligne droite DE perpendiculaire à EF s'applique sur 
la ligne droite AB, perpendiculaire à BC, puisqu’on ne peut 
abaisser du point A qu’une seule perpendiculaire sur la droite 
BC (1). Par conséquent, les triangles rectangles DEF, ABC dont 
les côtés coïncident sont égaux. 



THÉORÈME V. 


Deux triangles rectangles sont égaux s’ils ont l’hypoténuse 
égale et un autre côté égal. 

* Soient ABC, DEF, deux triangles rectan- 

gles et B , E , leurs angles droits ; je suppose 
l’hypoténuse AC égale à DF, le côté AB égal 
i à DE, et je dis que ces triangles sont égaux. 

Pour le démontrer, je transporte le trian- 
gle DEF sur le triangle ABC et je fais coïn- 
cider les côtés égaux DE, AB, en plaçant le 
point E .sur le point B, le point D sur le 
® {Hjint A. Le côté EF prend alors la direction 

de BC à cause de l’égalité des angles droits E, B, et l’hypo- 
ténuse DF s’applique sur AC (H, c.), parce que ces deux lignes 
égales sont obliques à BC et situées du même côté de la per- 
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pendiculaire AB. Les triangles DEF, ABC sont donc égaux, 
puisque leurs côtés coïncident. 

PROBLÈMES. 

1. Les perpendiculaires menées des extrémités de la base 
d’un triangle isocèle sur les côtés opposés sont égales. 

2. Trouver sur une ligne droite un point tel que la somme 
ou la différence de ses distances à deux points donnés soit mi- 
nimum, ou maximum. Démontrer que les lignes droites sur 
lesquelles on mesure ces distances sont également inclinées 
sur la ligne droite donnée. 

3. Les perpendiculaires élevées sur les côtés d’un triangle 
par les milieux de ces côtés se rencontrent au même point. 

4. La bissectrice d’un angle est le lieu géométrique des 
points également éloignés des côtés de cet angle. 

5. Les bissectrices des angles d’un triangle concourent au 
même point. 
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» 


Pkograwie : Droites parallèles. — Lorsque deux droites parallèles sont 
rencontrées par une sécante, les quatre angles aigus qui en résultent sont 
égaux entre eux, ainsi que les quatre angles obtus. — Dénominations attri- 
buées à ces divers angles. — Réciproques. 


DÉFINITIONS. 

Deux lignes droites sont parallèles lorsque, situées dans 
un même plan et prolongées indéfiniment, elles ne se ren- 
contrent pas. 

THÉORÈME 1. 

Deux lignes droites AB, CD perpendiculaires à la même 
droites EF sont parallèles. 

1 En effet, les lignes droites AB, CD, 

ne peuvent se rencontrer, puisqu'on ne 
E B DF peut mener d’aucun point du plan deux 
perpendiculaires sur la ligne droite EF (6, 1). 

THÉORÈME II. 

D’un point A, situé hors d’une ligne droite BC,'on peut mener 
une parallèle à cette ligne; mais on ne peut en mener qu’une. 

^ Je tire du point A la perpendiculaire 
^ AD sur la ligne droite BC, et la perpen- 

' - diculaire AE sur la ligne droite AD, 

® ® Les lignes AE , BC sont parallèles, puis- 

que l’une et l’autre sont perpendiculaires à AD (I); on peut donc 
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mwner par le point A une parallèle à la ligne droite BC; j’ad- 
mettrai qu’on ne peut en mener qu’une seule. 

Corollaire. — St deux lignes droites sont parallèles, toute 
ligne droite qui rencontre l’une rencontrera aussi l’autre. 

THÉORÈME III. 

Si deux lignes droites AB, CD, sont parallèles, toute ligne 
droite EK perpendiculaire à l’une est aussi perpendiculaire à 
l’autre. 

Je suppose la ligne droite EK perpen- 

^ ^ diculaire à AB, et je dis qu’elle est aussi 

perpendiculaire à CD. 

^ ^ En effet , la perpendiculaire menée 
d’un point quelconque de CD sur la ligne 
droite EK est parallèle à AB (1) ; elle coïncide donc avec 
CD (II), qui est aussi parallèle à AB par hypothèse. Par consé- 
quent la ligne droite EK est perpendiculaire à CD. 

G Corollaire.— Deux lignes droites AB , 

^ CD parallèles à une troisième EF sont pa- 

S L rallèles entre elles. 

J F Car, si je tire la ligne droite GH per- 

H pendiculaire à EF, cette ligne est aussi per- 

pendiculaire à chacune des lignes droites AB, CD, qui sont 
parallèles à EF; donc AB et CD sont parallèles (I). 

THÉORÈME IV. 


Lorsque deux lignes droites parallèles AB, CD, «ont rencon- 
trées par une sécante EF , les quatre angles aigus qui en résul- 
tent sont égaux entre eux, ainsi que les quatre angles obtus. 

Soient G et H les points où la ligne 
, droite EF rencontre les parallèles AB, CD. 
Les angles aigus AGH, EGB, sont égaux, 
puisqu’ils sont opposés par le sommet; il en 
est de même des deux angles aigus GHD, 
CHF. Pour démontrer l’égalité des quatre 
angles aigus formés par les lignes droites AB, CD, EF, il suffit 



Digitircri fcy Googli 


K fi . 


FIGURES PLANES.— Vll‘ ET VHP LEÇON. «5 
donc de prouver que l’angle AGI! égale GHD. J’abaisse , 
(t, du milieu O de la ligne dtoite GH, la 
g perpendiculaire IK sur les deux paral- 
lèles AB, CD. Les triangles rectangles 
__ GKO, IHO sont égaux (6, IV), parce qu’ils 
“ ont les Hypoténuses OG, OH, égales, et les 
angles aigus GOK, lOH, égaux comme op- 
posés par le sommet; donc l’angle OGK est égal à l’angle 


OHI. 


II résulte de l’égalité des quatre angles aigus que les quatre 
angles obtus sont égaux entre eux, car chaque angle obtus a 
pour supplément l’un des quatre angles aigus. 

Remarque. Pour distinguer et énoncer plus facilement les 
divers cas d’égalité auxquels conduit le théorème précédent, on 
a donné des noms particuliers aux huit angles formés par les 
parallèles AB, CD' et la sécante EF. Voici les dénominations 
qui sont applicables aux angles que deux lignes droites quel- 
conques AB, CD font avec une troisième EF. 

Les quatre angles AGH, BGH, DHG, 
CHG, compris entre les deux lignes droi- 
tes AB,CD, sont appelés pour cette raison 
angles internes. 

Au contraire, on nomme angles exter- 
nes les quatre angles AGE, BGE, DHF, 
CHF, qui ne sont pas situés entre les li- 



gnes droites AB, CD. 

Lorsqu'on considère deux angles internes qui ne sont pas 
adjacents, on les appelle alternes-internes ou internes du même 
côté, selon qu’ils sont placés des deux côtés de la sécante EF ou 
du même côté de cette ligne. Ainsi les angles AGH, DHG sont 
alternes-internes, et les angles AGH, CHG sont internes du 
même côté. 

Pareillement on appelle angles alternes-extemes ou externes 
du même côté deux angles externes non adjacents, et situés des 
deux côtés de la sécante EF ou du même côté de cette ligne. 
Ainsi les angles AGE, DHF sont alternes-externes , tandis que 
les angles AGE, CAF sont externes du même côté. 
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On donne le nom d’angles intemes-externes ou correspon- 
dants à deux angles, situés du même côté de la sécante, 
dont l’un est interne et l’autre externe sans être adjacents. 
Les angles BGE, DHE, sont correspondants. 

De là résulte ce nouvel énoncé du théorème IV : 

Si deux lignes droites sont parallèles, elles feront avec une 
sécante quelconque : 

1® des angles allernes-inlernes égaux; 

2“ des angles allernes-exlernes égaux; 

3° des angles correspondants égaux ; 

4® des angles internes du même côté supplémentaires ; 

5® des angles externes du même côté supplémentaires. 

Car deux angles alternes-intemes, ou alternes-externes, ou 
correspondants, sont à la fois aigus ou obtus, et, par consé- 
quent, égaux entre eux. Mais, de deux angles internes ou ex- 
ternes du même côté, l’un est aigu et l’autre obtus ; ces angles 
sont donc supplémentaires. 

THÉORÈME V. 

Réciproquement , detsx lignes droites AB, CD sont parallèles 
lorsqu’elles font avec une sécante MN : 

1® des angles alternes-intemes égaux ; 

2® des angles alternes-externes égaux ; 

3® des angles correspondants égaux; 

4° des angles internes du méme'côté supplémentaires; 

5® des angles externes du même côté supplémentaires. 

Je suppose les angles alternes-inter- 
nes AOP, DPO, égaux, et je dis que 
les lignes droites AB, CD, sont paral- 
lèles. 

En effet, la ligne droite AB et sa pa- 
rallèle, menée par le point P où la sé- 
cante MN rencontre CD, font avec MN des angles altemes-inter- 
nes égaux (IV). Or l’un de ces angles est AOP, donc l’autre est 
l’angje DPO, puisqu’ils ont par hypothèse la position de deii^ 
angles alternes-intemes et qu’ils sont égaux. Par consé- 
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quent la parallèle menée du point P à la droite AB n'est autre 
que la ligne droite CD. 

Je démontrerais chacun des quatre autres cas par un raison- 
nement analogue. 

Corollaire. — Les propositions contraires * aux deux précé- 
dentes sont vraies. Elles comprennent ce théorème particulier : 
Deux lignes droites se rencontrent lorsqu’elles font avec une sé- 
cante deux angles internes du même côté, dont la somme est 
moindre que detix angles droits. Dans son célèbre Traité de 
géométrie^ Euclide** demande ^qu’on admette ce théorème 
comme évident, et il en fait la base de sa théorie des lignes 
parallèles , aussi ce théprème est connu sous le nom de postu- 
latum d’Euclide. Nous l'avons remplacé dans ces leçons par 
celui-ci : On ne peut mener d’un point donné qu’une paral- 
lèle à une ligne droite (B). 


PROBLÈMES. 

1. Si la bissectrice d’un angle d’un triangle divise le côté 
opposé en deux parties égales, ce triangle est isocèle. 

2. Si par le point de rencontre des bissectrices des angles 
d’un triangle on mène une parallèle à l’un des côtés, cette 
ligne droite sera égale à la somme des segments interceptés 
sur les deux autres côtés par les deux parallèles. 

3. Si par les sommets d’un triangle on mène des parallèles 
aux côtés opposés, ces lignes droites détermineront un second 
triangle égal au quadruple du premier. — Quel est le rapport 
des côtés parallèles? 

A. Les perpendiculaires abaissées des sommets d’un triangle 
sur les côtés opposés se rencontrent au même point. 

' Si, dans l'énoncé d'une proposition, on ajoute une négation à l’hypo- 
thèse et h la conséquence, on forme la proposition contraire. Par exemple, 
h la proposition suivante : « Deux angles droits sont égaux. » correspond 
la proposition contraire : < Si deux angles ne sont pas droits, ils ne sont 
pas égaux. > laquelle est évidemment fausse. 

*' Géomètre grec qui vivait vers l'an 3S0 avant notre ère. 
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» 


Prociuiiiie : Angles dont les côtés sont parallèles et perpendiculaires. — 
Somme des angles d'un triangle et d'un polygone quelconque. 


DÉFINITIONS. 

On nomme polygone une portion de plan, terminée par des 
lignes droites. Ces lignes sont les côtés du polygone, et leur 
ensemble forme le contour ou le périmètre de cette figure. 

Un polygone qui n’a que trois côtés est un triangle. Un poly- 
gone de quatre côtés se nomxpé quadrilatère ; celui de cinq 
côtés, pentagone; celui de six côtés, hexagone. 

Un polygone est convexe lorsqu’il est tout entier du même 
côté de chacune des lignes droites, prolongées indéfiniment, 
qui le terminent. Dans le cas contraire, on dit qu’il est con- 
cave. 

On appelle diagonale d’un polygone la ligne droite qui joint 
deux sommets non consécutifs de ce polygone. 


THÉORÈME I. 


Deux angles qui ont leurs côtés parallèles chacun à chacun 
sont égaux, si les côtés parallèles .sont dirigés deux à deux dans 
le même sens ou en sens contraire. Us sont supplémentaires, 
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lorsque deux côtés parallèles ont la même direction et les deux 
autres des directions contraires. 

1° Soient les deux angles ABC, DEF dont les côtés BA, ED 
sont parallèles et dirigés dans le même 
sens, ainsi que les côtés BC et EF; je 
dis que ces angles sont égaux. 

Je prolonge le côté DE jusqu’au point 
G où il rencontre le côté BC. Les angles 
ABC, DGC, sont égaux (7, IV) comme cor- 
respondants par rapport aux parallèles AB , DE et à la sécante 
BC; les angles DEF, DGC sont aussi égaux, comme correspon- 
dants par rapport aux parallèles BC, EF, et à la sécante DG. 
Donc l’angle ABC est égal à l’angle DEF. > 

2» Les angles ABC, GEH, qui ont les côtés parallèles et diri- 
gés deux à deux en sens contraire, sont égaux. 

En clTet, si je prolonge les côtés de l’angle GEH au delà du 
sommet E, l’angle ABC égale l’angle DEF, puisque leurs 
côtés sont parallèles et dirigés deux à deux dans le même sens; 
donc il égale aussi l’angle GEH qui est opposé par le sommet à 
l’angle DEF. 

3° Les angles ABC, DEH, qui ont les côtés BA, ED, paral- 
lèles et dirigés dans le même sens, et les côtés BC, EH, paral- 
lèles, mais dirigés eu sens contraire, sont supplémentaires. 

Je prolonge le côté EH au delà du sommet E ; l’angle DEF 
est égal à l’angle ABC, parce qu’ils ont leurs côtés parallèles et 
dirigés deux à deux dans le* même sens. Or l’angle DEH est le 
supplément de DEF ; donc il est aussi le supplément de ABC. 



THÉORÈME 11. 


Deux angles qui ont leurs côtés per- 
pendiculaires chacun à chacun sont 
égaux s’ils sont à la fois aigus ou ob- 
tus; mais ils sont supplémentaires si 
l’un est obtus et l’autre aigu. 

1» Soient ABC, DEF, deux angles de 
même espèce, par exemple aigus , dont les côtés BA , ED sont 
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perpendiculaires, ainsi que les côtés BC, EF; je dis que ces 
angles sont égaux. 


En effet, du sommet B’ de Tangle 
ABC je trace les lignes droites BH, 
BK, respectivement parallèles aux 
côtés EF , ED de l’angle DEF et dans 
le fnême sens; ces lignes font un an- 
gle HBK égal à DEF (I). Or la ligne 
-droite BH parallèle à EF est perpen- 
diculaire à BC (7, 111), et la ligne droite BK parallèle à ED est 



perpendiculaire à BA; donc les angles HBK, ABC ont pour 
complément le même angle ABH , et sont dès lors égaux. 
L’angle DEF égale par suite l’angle ABC. 

2“ Soient ABC et DEG deux angles, l’un obtus et l’autre aigu; 
je suppose les côtés BA, BC du premier respectivement per- 
pendiculaires aux côtés ED, EG du second, et je dis que ces an- 
gles sont supplémentaires. 

En effet, si je prolonge le côté EG d’une longueur quelcon- 
que EF au delà du sommet E, l’angle DEF est égal à l’angle 
ABC; car ils ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun 
et sont de même espèce, puisque l’angle DEF, supplément de 
l’angle obtus DEG, est aigu. Par conséquent, les angles ABC, 
DEG sont supplémentaires. 


THÉORÈME 111. 

La somme des angles d’un triangle quelconque est égale à 
deux angles droits^ 

Soit le triangle ABC; je prolonge 
le côté AB et je mène par le sommet 
B la ligne droite BE parallèle au côté 
opposé AC. 

Les angles ACB, CBE sont égaux comme alternes-internes 
par rapport aux parallèles AC, BE et à la sécante BC (7, IV) ; 
les angles CAB, EBD, sont aussi égaux comme correspondants 
par rapport aux mêmes parallèles et à la sécante AB. Donc 
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la somme des trois angles ABC, ACB, CAB du triangle est 
égale à la somme des trois angles adjacents ABC, CBE, EJBD 
formés sur la ligne droite AD, c'est-à-dire qu'elle est égale à 
deux angles droits (2, 1). 

Corollaire I. — L’angle CBD que le côté BC fait avec le pro- 
longement BD du côté AB est extérieur au triangle. De là ré- 
sulte ce théorème : Un angle CBD, extérieur à un triangle ABC, 
est égal à la somme des angles intérieurs CAB, ACB, qui ne lui 
sont pas adjacents. 

Corollaire II. — Un triangle ne peut avoir qu'un seul angle 
droit ou obtus; alors les deux autres angles sont aigus. — Les 
angles aigus d'un triangle rectangle sont complémentaires. 

Corollaire 111. — Chaque angle d'un triangle équilatéral est 
égal aux deux tiers d'un angle droit. 

Corollaire IV. — Si deux angles d'un triangle sont respec- \ 

tivement égaux à deux angles d’un autre triangle, le troisième 
angle du premier triangle égale aussi le troisième angle du 
second. 


THÉORÈME IV. 


La somme des angles d’un polygone convexe égale autant 
de fois deux angles droits que le polygone a de côtés moins 
deux. 



Soit le polygone ABCDEF; par le sommet 
A je mène des diagonales à tous les autres 
sommets, excepté B et F qui sont déjà joints 
au point A par les côtés AB , AF. Je dé- 
compose ainsi le polygone en autant de 
triangles qu'il a de côtés moins deux ; car chaque triangle n'a 
qu'un côté commun avec le polygone, à l'exception des deux 
triangles extrêmes ABC, AEF, qui en ont deux. Or la somme 
des angles d’un triangle égale deux angles droits (UI) ; donc 
la somme des angles de tous les triangles dans lesquels le 
polygone est décomposé vaut autant de fois deux angles 
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droits que le polygone a de côtés moins deux. Mais la somme 

de* angles du polygone est la même que celle des angles 

de tous les triangles; par conséquent- elle égale autant de 

fois deux angles droits que le polygone a de côtés moins 

deux. 

Corollaire I. — n étant le nombre des côtés du polygone, 
la somme de ses angles est égale à n— 2 fois 2 angles droits, ou 
à (2n — 4) angles droits. 

Corollaire 11. — La somme des angles d’un quadrilatère est 
égale à quatre angles droits. Par suite, si tous les angles d’un 
quadrilatère sont égaux entre eux, chacun d’eux est droit. 


THÉORÈME V. 


La somme des angles qu’on fait à l’extérieur d’un polygone, 
en prolongeant ses côtés dans le même sens , est égale à quatre 
angles droits. 


Chaque angle extérieur au polygone 
ABCDEF, tel que l’angle ABG, étant 
le supplément de l’angle intérieur 
ABC qui lui est adjacent (2, 1) , la 
somme des angles extérieurs et inté- 
rieurs est égale à autant de fois deux 
angles droits que le polygone a de 
sommets ou de côtés. Celte somme vaut dès lors 2n angles 
droits, n étant le nombre des côtés du polygone. Mais les an- 
gles intérieurs valent ensemble (2n — 4) angles droits (IV); 
donc la somme des angles extérieurs est égale à l’excès de 2n 
angles droits sur (2n — 4), c’est-à-dire égale à quatre angles 
droits.. 



Corollaire. — Un polygone convexe n’a pas plus de trois 
angles intérieurs qui soient aigus, car il ne peut avoir plus de 
trois angles extérieurs obtus. 
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PROBLÈMES. 

1. Les bissectrices des angles d’un quadrilatère forment un 
autre quadrilatère dont les angles opposés sont supplémen- 
taires. 

2. Si l’on prolonge les côtés opposés d’un quadrilatère jus- 
qu’à ce qu’ils se rencontrent, les bissectrices des deux angles 
qu’ils font se coupent sous un angle égal à la demi-somme de 
deux angles opposés du quadrilatère. 

Dans quel cas ces bissectrices sont-elles perpendiculaires? 

3. Les bissectrices de deux angles qui ont leurs côtés paral- 
lèles sont parallèles, ou perpendiculaires.—^Il en est de même 
des bissectrices de deux angles dont les côtés sont perpendicu- 
laires. 


AM. 


3 
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Programme : Parallélogrammes. — Propriétés de leurs côtés, de leurs 
angles et de leurs diagonales. 

> ♦ 

DÉFINITIONS . 

Le parallélogramme est un quadrilatère dont les côtés op- 
posés sont parallèles. 

Le losange est un quadrilatère qui a tous 
ses côtés égaux. On démontrera dans cette 
leçon que le losange est un parallélo- 
gramme. 

Le rectangle est un parallélogramme dont 
tous les angles sont droits. 

Le carré est un rectangle dont tous les 
côtés sont égaux, ou un losange dont tous tes 
anglçs sont droits. 

THÉORÈME I. 

Les côtés opposés d’tin parallélogramme sont égaux; les angles 
opposés le sont aussi. 

Je tire la diagonale AC du parallélo- 
gramme ABCl); cette droite partage le pa- 
rallélogramme en deux triangles ABC, ACD 
qui sont égaux (3, 111), car le côté AC leur est 
commun ; les angles BAC, ACD, sont égaux 
comme alternes interncs par rapport aux parallèles AB, CI) et 
à la sécante AC (7, IV); les angles ACB, CAD, sont aussi égaux 
comme alternes-internes par rapjxjrt aux parallèles BC, AD, et 
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à la même sécante AC. Donc le côté AB opposé à l’angle ACB 
est égal an côté CD opposé à l’angle CAD, et le côté BC opposé 
à l’angle BAG, égal au côté AD opposé à l’angle ACD. 

De l’égalité des triangles ABC, ADC, il résulte aussi que 
l’angle ARC opposé au côté AC est égal à l’angle ADC opposé 
au même côté AC, et que les angles BAD, BCD sont égaux 
comme composés de deux angles égaux chacun à chacun. 

Corollaire \.—Le& parallèles AB, CD, comprises entre deux 
lignes droites parallèles AD, BC sont égales. 

Car les parallèles AB, CD sont deux côtés opposés du paral- 
lélogramme ABCD. 

Corollaire. IL — Deux parallèles AB, CD, sont partout égale- 
ment distantes. 

^ TB En effet, de deux points quelconques E, F, 

■ de la droite AB, j’abaisse les perpendicu- 

.g—l— lairesEG, FII, sut CD; ces lignes sont pa- 
rallèles (7, I) et égales, puisqu’elles sont 
comprises entre les itarnllèles AB, CD. Donc les points E et F 
de la ligne droite AB sont également distants de sa paral- 
lèle CD. ^ . 

THÉORÈME IL 

Un quadrilatère dont les côtés ou les angles opposés' sont 
égaux est un parallélogramme. 

1“ Soit le quadrilatère ABCD, dont le côlé . 
AB est égal à DC et le côté BC égal à AD; Je 
dis que les côtés opposés de ce quadrilatère 
sont parallèles. 

La diagonale AC divise la figure ABCD en 
deux triangles égaux, parce qu’ils ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun (4, VI) ; l’angle BAC opposé au côté BC égale 
par suite l’angle ACD opposé au côlé AD. Or ces deux angles 
sont allernes-inlernes par rapport aux deux lij^ues droites AB, 
CD, et à la sécante AG; donc AB est parallèle à CD (7, V) ; je 
prouverais pareillement que BC est parallèle à AD. 

2" Le quadrilatère ABCD dont les angles opposés sont égaux 
est aussi un parallélogramme. ^ 
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En effet, par suite de Thypollièse, la somme des deux angles 
consécutifs DAB, ABC est égalé à la n^oitié de la somme des 
quatre angles du quadrilatère, c’est-;î^dire à deux angles droits 
(9, IV). Or CCS angles sont internes par rapport aux deux lignes 
AD, BC, et situés du même côté de la sécante AC; donc le côté 
AT) est paràllèle à BC (7, V). De même, le côté AB est paral- 
lèle à DC. 

Corollaire.— Le losange est un parallélogramme, puisque 
ses côtés opposés sont égaux. 


THÉORÈME 111, 

Tout quadrilatère qui a deux côtés opposés égaux et parallèles 
est un parallélogramme. 

Soit te quadrilatère ABCD dont le côté 
AB est égal et parallèle à DC. Je tire la 
/ diagonale AC ; cette ligne divise lequadri- 

® ^ latère eu deux triangles ABC, ADC, qui 

sont égaux (3, IV), car le côté AC leur est commun, le côté AB 
est égal' à DC par hypothèse, et les angles BAC, ACD sont égaux 
comme alternes-internes par raiiport aux parallèles AB, CI) 
et à, la sécante AC. L’angle DAC opposé au côté DC égale 
donc Tangle ACB op))osé'au côté AB. Mais ces angles sont al- 
ternes-internes par rapport aux lignes droites AD, BC et à la 
sécante AC; par conséquent AD est parallèle à BC (7,V), et le 
quadrilatère ABCD est un parallélogramme. 

A 

THÉORÈME IV. 


Les diagonales d’un parallélogramme se divisent mutuelle- 
ment en deux parties égales. 



Soit E le point d’intersection des diago- 
nales AC. BD du parallélogramme ABCD; 
les triangles ABE, CDE, sont égaux, car le 
a'jté AB est égal à CD qui lui est opposé 


dans le parallélogramme (H), l’angle ABE est égal à CDE, parce 
qu’ils sont alternes-internes par rapport aux parallèles AB, CD 
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et à la sécaule Bl>, et l’angle BAE égal à DCE, jiour une raison 
semblable. l*ar eonsét|nent le côté AE, opposé à l’angle ABE, 
est égal au côté CE opposé à l’angle CDE. De même, le côté BE 
est égal an côté DE. 

CoROLi.AiKK 1. — Les diagonales d'an reclangle ABCD sont 
égales. 


Car les triangles ADC, BDC, qui ont nn 
angle droit compris entj^e deux côtés égaux 
chacun à chacun sont égaux (3, IV); et la dia- 
gonale AC opposée à l’angle droit .ADC est 
égale à la diagonale BD opposée à l’angle droit BCD. ' 




C 0 ROL 1 .AIRE 11. — Lis diagonales d’un losange 
ABCD sont perpendiculaires l’une à l’autre.- 
En effet,' la diagonale BD dont les deux points 
B, D sont également distants, des extrémités de la 
diagonale AC est perpendiculaire à cette ligne 
(6, 111), et la divise en deux parties égales. 


Corollaire \\\.—Les diagonales dun carré sont égales et 
perpendiculaires l'une à l’autre. 

Car le carré est â la fois un rectangle et un losange. 


THÉORÈME V. 


Deu.r parallélogrammes sont égaux lorsqu’ils ont un angle 
égal compris entre deu.r côtés égaux chacun à chacun. 

Soient ABCD, A'B'C'D', deux parallélogrammes ayant l’ângle 
.A égal à l’angle A', et les côtés AB, .VD respectivement égaux 
aux -côtés A'B', A'D' ; je dis que ces quadrilatères sont égaux. 



En ell'et, j’applique le yiarallélogramme ABCD sur le parallé- 
logramme A'B'C’D' de manière que leurs côtés AB. A'B' coïn- 
cident. Comme les angles A et .V' sont égaux, le côté AD se 
place sur le côté A'IE et le point D sur le point D'. Le côté DC, 
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(tarallèle à AB, prend la direction du côté DT/, parallèle à A'B'. 
Fonr.niie raison semblable, le cèle BC prend la direction de 
BT'; le point C, se confond dès lors avec le point G', et les deux 
parallélogrammes coïncident. 

Corollaire. — Deux rectangles sont égaux lorsqu’ils ont 
deux côtés adjacents égaux chacun à chacun. 

I PROBLÈMES. ' 

t. Le parallélogramme que l’oil forme en menant, par les 
extrémités de chaque diagonale d’un quadrilatère, des paral- 
lèles à l’autre diagonale, est é([uivalent au double de ce qua- 
drilatère. 

Déduire de ce lliéorème que deux quadrilatères- sont équi- 
valents, si leurs diagonales sont égales chacune à chacune et 
également inclinées l’une sür l’autre. 

2. Toute ligne droite qui passe par le [>oint d’intersection 
des diagonales d’un parallélogramme est divisée par ce point 
en deux |)arlies égales, et cette ligne divise à son tour le paral- 
lélogramme en deux parties égales. — Pour celte raison, on 
donne au [loint d’intersection des diagonales le nom de centre 
du parallélogramme. 

. 3. Les diagonales de deux parallélogrammes inscrits l'un 
dans l’autre, c’est-à-dire tels que les sonnnels de l’un soient 
sur les côtés de l’autre, passent par un même point. 

A. La somme des perpendiculaires tracées d’un point quel- 
conqûe de la base d’un triangle isocèle sur les deux auttes 
côtés, est constante. — La différence des perpendiculaires 
menées d’un point quelconque des prolongements de la base 
sur les deux autres côtés est constante. 

5. La somme des perpendiculaires menées d’un point pris à 
l’intérieur d’un triangle équilatéral sur les trois côtés est 
constante. 

tommenl faut-il modifier l’énoncé pour un point extérieur 
au triangle? 

6. Démontrer, 1° qu’on peut inscrire dans un rectangle des 
parallélogrammes dont les côtés soient respectivement paral- 
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lèles aux diagonales du rectangle; 2“ que le périmètre de cha- 
cun de ces parallélogrammes est égal à la somme des diago- 
nales du rectangle. 

7. Étant donnés un rectanglp et un point situé à l’intérieur 
de ce quadrilatère : si on regarde le point donné comme une, 
bille infiniment petite' et le périmètre dû rectangle comme 
une ligne matérielle parfaitement élastique, de manière que, 
quand la bille va le frapper, elle se relève toujours en faisant 
l’angle d’incidence égal à l’angle de réflexion; trouver suivant 
quelle direction il faut lancer celte bille pour qu’elle revienne 
au point de départ, après avoir touché les quatre côtés du rec 
tangle. — Quelle est la longueur du chemin parcouru par la 
bille? 
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pRouRAVHK : Do la circonférence du cercle. — Dépendanoe inuluclle 
des arcs et des cordes. 


DÉFINITIONS. 


La circonférence est une ligne plane dont tous les points 
sont également éloignés d’un même point, situé dans son plan 
et nommé centre. 

Le.cerc/eest la portion de plan limitée par la circonférence. 

On appelle rayon toute ligne droite tirée du centre à la cir- 
conférence. Les rayons d’une circonférence sont égaux. On dé- 
signe ordinairement une circonférence par l’un de ses rayons. 

Un arc de cercle est un portion quelconque 
de la circonférence; il a pour corde ou sçus- 
lendanle .la droite qui joint ses extrémités. 
Ainsi la droite AB est la corde de l’arc AMB 
du cercle CA. Une corde appartient à deux arcs 
dont la réunion forme la circonférence; on 



ne considère, en général, que le plus petit de ces arcs. 

On donne le nom de diamètre à toute corde (pii passe par le 
centre. Tous les diamètres sont égaux, puisque chacun d’eux 
est le double du rayon. 


THÉORÈME 1. 

Une ligne droite ne peut rencontrer la circonférence d’un 
cercle en plus de deux points. 

Car on ne peut mener du centre de la circonférence à la 
droite donnée que deux obliques égales an rayon (0, 11). 
CoBOM.aiKi:. — La circonférence est une ligne courbe. 
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THEüKÉME 11. 

!<• Le diamètre est la plus grande corde du cercle; 

”2" Il divise en deux parties égales la circonférence et le cercle. 

4» Soit AB une cordc qui ne passe pas par le 
centre G du cercle CAj je tire les rayons CA, 
BC et le diamètre AI). Le côté AB du triangle 
ABC est moindre que la sotinue des deux autres 
C(Més CA, BC (3, II), c’est-à-dire moindre que 
le diamètre Al). 

2" Je superpose les deux parties ABD, AED du cercle, en fai- 
sant tourner la première autour du diamètre AD; l’arc ABD 
coïncide alors avec l’arc AED, puis()ue leurs- points sont éga- 
lement éloignés du centre C. Le diamètre AD divise par suite 
la circonférence et le cercle en deux parties égales. 



' THÉOBEME 111. 

Dans le même cercle ou dans les cercles égau.x, les arcs égaux 
ont des cordes égales. Réciproquement, deitx arcs sont égaux 
s’ils ont des cordes égales, et qu’ils soient l’un et l'autre moin- 
dres ou plus grands qu’une demi-circonférence. 

Soient le cercle CA égalait cer- 
cle OF, et l'arc AEB égal à l’arc 
FGll; je dis que les cordes AB, FH 
de ces arcs sont égales. 

Je superpose les deux cercles en 
plaçant le centre C de l’un sur le 
centre O de l’autre, et le [loint A sur le point F. Alors les. deux 
circonférences coïncident et le point B s’applique sur le point 
H, puisque les arcs AEB, FGH sont égaux par hypothèse. Les 
cordes AB, FII ont donc les mêmes extrémités et sont égales. 

Réciproquement. Soient les arcs AEB, FGH, moindres qu’une 
demi-circonférence et sous-tendus par des cordes égales AB, 
Fil ; je dis qu’ils sont égaux. . 

En elfct. les rayonis (’A, CB, OF et OU, menés aux extrémités 
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des cordes égales AR, FH, déterminent deux triangles CAB, 

OFH, qui ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun; par conséquent 
l’angle CAB opposé au côté BC 
égale l’angle OFH opposé au côté 
OH. Cela posé, j’applique le centre 
O du cercle OF sur le centre C du 
cercle CA, et le point F sur le point A ; alors les circonférences 
coïncident, et la corde FH prcqd la direction de AB, à cause de 
l’égalité des angles OFH, CAB. Le point H se trouve par suite 
sur le point B, et l’arc FGH égalé l’arc AEB. 



THÉORÈME IV. 


Dans le thème cercle ou dans des cercles égaux, si deux arcs 
sont inégaux et moindres qu’une demi-circonférence le plus grand 
est sous-lendu par la plus grande corde, et réciproquement. 

Soient le cercle CA égal au cercle OL, 
et l’arc AB plus grand que l’arc LM, mais 
moindre qu’une demi-circonférence; je dis 
que la corde AB est plus grande que la corde 
LM. 



M Je prends sur l’arc AB une partie AD qui soit 

X/ 1 N. égale à l’arc L.M, et je mène la ligne droite AD; 

' ] les arcs AD, LM étant égaux, leurs cordes AD, 

V ^ y LM sont égales (III). Je vais démontrer que la 
corde AB est plus grande que la corde AD; 
pour cela, je tire les rayons qui aboutissent aux extrémités 
des cordes AB, AD. L’arc AD étant moindre que AB, le rayon 
CD se trouve dans l’angle ACB <|ui est dès lors plus grand 
que l’angle ACD; les deux triangles ACB, ACD ont donc un 
angle inégal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, 
et le côté AB opposé à l’angle ACB est plus grand que le côté 
AD opposé à l’angle ACD (3, V). 

Réciproquement. Dans le même cercle ou dans des cercles 
égaux, deux arcs moindres qu’une demi-circonférence sont 
inégaux si leurs cordes sont inégales, et celui qui a la plus grande 
corde est le plus grand. < ’ 
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Cette réciproque est évidente; car il résulte des deux théo- 
rèmes précédents que deux cordes d'un même cercle ne sont 
égales ou inégales qu’aulant que les' arcs moindres qu’une 
demi-circonférence qu’elles sous-lendent sont eux-mêmes égaux 
ou inégaux. 

Remarque. — La corde d’un arc plus grand qu’une demi- 
circontérence diminue lorsque cet arc croît; aussi, le théo- 
rème précédent et sa réciproque ne sont vrais dans toutes leurs 
parties que si les arcs considérés sont moindres qu’une demi- 
circonférence. 

PROBLÈMES. 

1 . La plus grande et la plus petite de toutes les lignes droites 
qu’on peut mener d’un point à une circonférence passent par 
le centre. 

2. Une ligne droite et un point étant donnés, décrire avec 
un rayon donné une circonférence dont le centre soit situé sur 
la droite, de telle sorte que la somme des distances maximum 
et minimum du point à cette circonférence égale une longueur 
donnée. 

. f 

3. Si deux arcs AB, CD d’une même circonférence sont 
égaux, leurs cordes AB, CD, et les droites AC, BD qui joignent 
en croix les extrémités de ces arcs se coupent sur le même dia- 
mètre. 
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Programhe : Le rayon perpendiciriaire à une corde divise celle corde 
el l’arc sous-lendu, chacun en deux parties égales. 


THEOREME I. 


Le rayon CD, perpendiculaire à une corde AB, divise en 
deux parties égales celle corde et l’arc ADB qu’elle sous-tend. 

Je plie le cercle CD suivant le diamèire DCE, 
et j’applique le demi-cercle DAE sur le demi- 
cercle DBE ; l’arc DAE coïncide avec l'arc DBE, 
et la ligne droite EA prend la direction de FB,à 
cause de l’égalité des angles droits CFA, CFB. 
Le point d’intersection A de l’arc DAE et de la 
droite FA s’applique dès lors sur le. point d’intersection B 
de l’arc DBE et de la droite FB; par suite , la ligne d toi te 
FA égale la ligne droite FB, et l’arc DA égale l’arc DB. Le 
point F est donc le milieu de la corde AB, et le point D le 
milieu de l’arc ADB. 



Corollaire I . — Le centre d’un cercle, le milieu d’une corde el 
le milieu de l’arc que celte corde sous-tend sont situés sur une 
même ligne droite perpendiculaire à la corde. 

Comme une ligne droite est déterminéé par deu.x .points, ou 
par un seul point, à la condition qu’elle sera perpendiculaire 
à une ligne droite donnée, ce corollaire donne lieu aux six 
énoncés suivants : 

Le rayon perpendiculaire à une corde divise en deux par- 
ties égales celle corde el Parc qu’elle sous-tend. > 

2» La perpendiculaire, élevée par le milieu d une corde sur 
cette ligne elle-même, passe par le centre el le milieu de l’arc 
sous-tendu par la corde . 


Digitized by Google 



Fir.l’HES PLANES — XII- LEÇON. 4M 

:i<> La perpendiculaire, abaissée du milieu d’un arc sur sa 
corde, passe parle centre du cercle et le milieu de la corde. 

4“ Le rayon, mené par le milieu d’une corde, lui est perpen- 
diculaire et divise en deux parties égales l’arc que cette corde 
sous-tend. 

5» Le rayon, passant par le milieu d'un arc, divise la corde 
de cet arc en deux parties égales et lui est perpendiculaire. 

C» La ligne droite, tracée par les milieux d’un arc et de sa 
corde, passe par le centre du cercle et est perpendiculaire à la 
corde. 

Corollaire IL— Le lieu géométrique des milieux des cordes 
d’un cercle, parallèles à une ligne droite donnée, est le dia- 
mètre [lerpendicnlaire à cette ligne. 


THÉORÈME IL 



Trois points A, B, C qui ne sont pas en ligne droite détermi- 
nent une circonférence. 

Je tire les lignes droites AB, BC; puis j’é- 
lève, par les rtiilieux D, E de ces lignes, la 
perpendiculaire DF sur AB, et la perpendi- 
culaire EG sur BC. Les lignes droites DF, 
EG se rencontrent; car elles ne peuvent être 
parallèles, puisque les perpendiculaires BA, BC, abaissées du 
même point B sur ces droites, ne coïncident pas d’après l’hy- 
potlièse (7, 111). 

Soit H l’intersection de ces deux lignes; ce point,.situésur la 
ligne droite DF perpendiculaire au milieu de AB, est égale- 
ment distant des points A et B; il est aussi à la même distance 
des deux points B et C, imisqu'il se trouve sur la ligne droite 
EG perpendiculaire au milieu de BC; il est donc également 
éloigné des trois points A, B, C. De plus, c’esMe seul point qui 
Jouisse de cette propriété; car tout autre est extérieur au 
moins à l’une des lignes droites DF, EG et, par suite, inégale- 
ment éloigné des points A, B, C. 

La circonférence décrite du point H comme centre avec le 
rayon AH passe donc par les trois points A. B, C; et c’est la 
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seiilCj puisqu’il n’y a que le point H qui soit également distant 

des trois points A, B, G. 

Corollaire. — Deux circonférences qui ont trois points com- 
muns coïncident. 

• 

PROBLÈMES. 

1 . Décrire, avec un rayop donné, une circonférence qui passe 

par deux points donnés. , 

2. Tracer, par un point donné, ^une circonférence qui passe 
à la même distance de trois points donnés non en ligne droite. 

3. Décrire;^ avec un rayon donné, une circonférence qui 
passe à la même distance de trois points donnés non en ligne 
droite. 

4. Étant donnés sur une carte quatre points dont trois ne 
sont pas ei) ligne droite, tracer sur cette carte une route cir- 
culaire qui passe à égale distance de chacun de ces points. 
(Concours de troisième, 185:^.) 

5. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qui in- 
tercepte sur deux lignes droites des cor(les dont la longueur 
soit donnée, 

6. Une ligne droite, mobile dans un plan, peut être amenée 
d’une quelconque de ses positions à une autre, par une rota- 
tion autour d’un point du plan, pourvu que ces deux positions 
ne soient pas parallèles. 

7. Un triangle, et en général une figure plane quelconque, 
mobiles dans un plan, peuvent être amenés d’une quelconque 
de leurs positions à une autre par upe rotation' autour d’un 
point du plan, pourvu que dans ces deux positions les côtés 
égaux ne soient pas parallèles. 

8. Si on divise la corde d’un arc de cercle en trois parties 
égales, les rayons qui passent par les points de division ne 
partagent pas l’arc en trois parties égales. 
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Procrahiir : Dépendance mntuelle des longueurs des cordes ei de leurs 
distances aux centres. — Condition pour qu'une droite soit tangente il une 
circonférence. — Arcs interceptés par 'des cordes parallèles. 


DÉFINITIONS. 

On donne le nom de sécante à toute li^ne droite qui a deux 
points communs avec une circonférence. 

Une ligne droite est tangente à une circonférence lorsqu’elle 
n’a qu’un point commun avec celte courbe. Ce point est appelé 
point de contact. 

THÉORÈME 1. 


Vans le même cercle ou dans des cercles égaux, l» deiix cor- 
des égales sont également éloignées du centre; 2" de deux cordes 
inégales, la plus grande est la plus rapprochée du centre. 

1» Soient AB et CD deux cordes égales de la 
circonférence OB, je dis qu’elles sont égale- 
ment éloignées du centre O. 

J’abaisse du centre la perpendiculaire OH 
sur la corde AB et la perpendiculaire OK sup 
la corde CD, puis je tire les rayons OB, OD. 
Les triangles rectangles OBH, ODK ont l’hy- 
poténuse égale et un côté de l’angle droit égal chacun à cha- 
cun; car les hypoténuses OB, OD sont deux rayons do la cir- 
conférence, et les côtés BH, DK sont respectivement (12, I) les 
moitiés des cordes égales AB, CD. Ces triangles sont donc égaux, 
et la perpendiculaire 011 qui mesure la distance du centre à 
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la corde AB égale la perpendiculaire OK qiii mesure aussi la 
distance du centre à l'autre corde CD. 

2” Soit la corde BG plus grande que la 
corde CD, je dis qu’elle est plus près du 
centre O que CD. 

Sur l’arc BAG, qui est par hypothèse 
plus grand que l’arc CD, je prends une 
longueur BA égale à CD et je tire la ligne 
droite BA. Les cordes BA, CD, sont égales, 
et, par suite, également, éloignées du centre; la question est 
donc ramenée à démontrer que ta corde BG est plus près du 
centre que la corde BA . 

Cela posé, j’abaisse du centre la perpendiculaire OF' sur la 
corde BG et la perpendiculaire OH sur la corde BA; le milieu 
H de la corde BA et le centre O étant situés des deux côtés de 
la corde BG, la droite OH coupe BG en un point 1. Or la droite 
OF perpendiculaire à BG est plus courte que l’oblique 01, et, à 
fortiori, plus courte que 01+lH ou que OH ; donc la corde BG 
est plus près du centre que la corde BA. 

ConoLi.AiRE. — Les réciproques des deux parties du théorème 
précédent sont évidemment vraies; car il résulte de ce théo- 
rème que les dislances du centre d'un cercle à deux cordes ne 
sont égales ou inégales gu’ autant que les cordes elles-mêmes sont 
égales ou inégales. 

THÉOKKME 11. 

La perpendiculaire menée à l'extrémité d’un rayon est tan- 
gente à la circonférence. 

Réciproquement, toute ligne droite tangente à une circonfé- 
rence est perpendiculaire atr rayon du point de contact. 

1» J’élève à l’extrémité A du rayon CA 
la perpendiculaire BD sur cette ligne droite, 
\ et je dis qu’elle est tangente à la circonfé- 
/ rence CA. 

Ku effet, la distance CE du centre C à un 
point quelconque E de la ligne droite BD, 
autre que le point A, est plus grande que lé rayon CA perpen- 
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diculaire à BD (6, II). Donc le point E est extérieur à la circon- 
férence CA, et la ligne BD n’a que le point A commun avec 
cette circonférence. 


Réciproquement, si la ligne droite BD touche la circonférence 
CA au point A, elle est perpendiculaire au rayon CA. 

_D^ Car tout point E de la ligne droite BE, autre 
que le point A, étant par hypothèse exté- 
rieur à la circonférence CA, le rayon CA est 
la ligne la plus courte qu’on puisse mener du 
centre à la tangente BD; il est donc perpen- 
diculaire à cette ligne droite (6, II). ’ 



Corollaire I. — Par un point d’une circonférence, on ne peut 
mener qu’une tangente à cette courbe. 

y 

Corollaire IL— La tangente est parallèle aux cordes que le 
diamètre, mené au point de contact, divise en deux parties 
égales. . 

THÉORÈME 111. 


Deux lignes droites parallèles interceptent sur une circonfé- 
rence des arcs égaux. 

Les deux parallèles peuvent être à la 
fois sécantes ou tangentes, ou bien être 
l’une sécante et l’autre tangente. Je vais 
examiner successivement ces trois cas. 

1» Si les deux parallèles sont les sé- 
^ cantes BC, DE, le diamètre AH qui leur 
est perpendiculaire divise en deux parties égales (12, 1) chacun 
des arcs BAC, DAE, sous-tendus par ces droites. L’arc AB est 
donc égal à l’arc AC et l’arc AD égal à l’arc AE ; la différence 
des arcs AD, AB est dès lors égale <à la différence des arcs AE, 
AC, c’est-è-dire que les arcs BD, CE, interceptés par les sécantes 
parallèles BC, DE,, sont égaux. 

2» Si l’une des parallèles est la sécante BC et l’autre la tan- 
gente FG, le rayon mené au point de contact A estperpendicii- 
,AM. 4 
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laire à la tangente et, par suite, à sa parallèle BC (7, III); donc 
il divise l’arc BAC en deux parties égales AB, AC (12, 1), 

3® Lorsque les deux parallèles FG, KL sont tangentes, le 
diamètre perpendiculaire à ces deux lignes droites passe par 
leurs points de contact A et H (II, c] ; donc l’arc ABH est égal à 
l’arc ACH. ' 

PROBLÈMES. 

1. Quel est le lieu géométrique des milieux des cordes d’une 
circonférence égales à une droite donnée ? 

2. Tracer, par un point donné, une circonférence qui touche 
une ligne droite en un point donné. 

3. Tracer, par deux points donnés, une circonférence qui 
touche une parallèle à la droite menée par les points donnés. 

4. Décrire une circonférence qui intercepte des cordes de 
longueur donnée sur deux lignes droites parallèles. 

5. Les lignes droites qui joignent les extrémités de deux 
cordes parallèles se coupent sur le diamètre perpendiculaire à 
ces cordes. 

6. Soit A le centre d’un cercle ; si on prolonge le rayon AB 
d’une quantité BC égale à AB, qu’on abaisse ensuite du point 
C la perpendiculaire CD sur une tangente quelconque au cercle, 
et que l’on tire la ligne droite qui joint le pied D de cette per- 
pendiculaire à l’extrémité B du rayon AB, l’angle ABD exté- 
rieur au triangle BCD est constamment égal au triple de l’angle 
intérieur BDC. 
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Pboskahiie Conditions du contact et de l’intersection de deux cercles. 


DÉFINITIONS. 

Deux circonférences sont tangentes en un point qui leur est 
communy lorsqu’elles ont la même tangente en ce point. 

THÉORÈME I. 



' Si deux circonférences se coupent, la ligne droite qui joint 
leurs centres est perpendiculaire à la corde commune et la di- 
vise en deux parties égales. 

Soient les deux circonférences AE, 
CE, qui se coupent aux deux points E 
et F ; chacun de leurs centres A, C étant 
également éloigné des deux points E, 
F, la ligne droite AC est perpendicu- 
laire à la corde commune EF et la di- 
vise en deux parties égales (G, III). 

Corollaire. — Si le point E coïncide avec le point B où la 
circonférence AB coupe la ligne droite AC, le point F se con- 
fond aussi avec le point B, puisque la droite AC est perpendi- 
culaire au milieu de EF. Alors les deux circonférences n'ont 
plus qu’un point commun B, et la droite EF est tangente à 
l’une et à l’autre. Donc, 1® lorsque deux circonférences AB, CB, 
n’ont qu’un point commun B, il est situé 
sur la ligne droite AC qui joint leurs centres; 
.4 2° ces circonférences ont la même tangente 
BD en ce point , c'est-à-dire qu’elles sont 
tangentes. 

Lorsque deux circonférences sont tracées sur le même plan, 
elles ont deux points communs, ou un seul, ou bien elles 
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n’en ont pas. Dans les deux derniers cas, l’une des circonfé- 
rences peut être extérieure ou intérieure à l’autre; par suite, 
ces lignes n’ont, l’une par rapport à l’autre, que cinq posi- 
tions différentes auxquelles correspobdent les cinq théorèmes 
suivants : 

THÉORÈME H. 

Si deux circonférences CA, OB, qui n’ont aucun point com- 
mun sont extérieures l’une à l’autre, la distance de leurs centres 
CO est plus grande que la somme de leurs 
rayons CA, OB. 

La ligne droite CO qui joint les centres 
coupe l’une des circonférences au point 
A et l’autre au point B; elle est donc 
égale à la somme des rayons CA, OB, augmentée de la distance 
des deux points A, B, de sorte que l’on a ÇO>CA+OB. 

THÉORÈME 111. 

Si deux circonférences CA, OA se touchent extérieurement, 
la distance de leurs centres C, O, est égale à 
la somme de leurs rayons CA, OA. 

Le point de contact A des deux circonfé- 
rences est situé (I) sur la ligne droite qui 
joint les centres C, 0, et compris entre ces 
deux points, puisque les circonférences sont extérieures l’une 
à l’autre ; par conséquent la distance CO des deux centres est 
égale à la somme des rayons CA, OA. 

THÉORÈME IV. 

Lorsque deux circonférences CA, OA se coupent, la distance 
de leurs centres C, 0 est plus petite que 
la somme des rayons CA, OA, et plus 
grande que leur différence. 

Soit A l’un des points d’intersection 
des deux circonférences; ce point 
étant extérieur à la ligne droite qui joint les centres G et O (1), 
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les rayons CA, OA font avec la ligne droite CO un triangle dans 
lequel le côté CO est à la fois moindre que la somme des deux 
autres côtés CA, OA, et plus grand que leur différence. 

Remarque . — Lorsque deux arcs de cercle se coupent en un 
point A, on dit qu’ils font un angle en ce point, et l’on mesure 
cet angle par celui que forment les tangentes menées à ces arcs 
par le sommet A dans le sens des arcs mêmes.— De là résul- 
tent les théorèmes suivants qu’il est facile de démontrer. 

to Les circonférences Ck, OA, se coupent au point A, sous les 
mêmes angles que leurs rayons CA, OA prolongés indéfiniment. 

2* Les circonférences CA, OA se coupent, aux deux points A 
et B, sous les mêmes angles. 

THÉORÈME V. 

Lorsque deux circonférences CA, OA, se touchent intérieure- 
ment, la distance de leurs centres C, O est égale 
à la différence de leurs rayons CA, OA. 

^ Le point de contact Ades deux circonférences 
est situé (I) sur la ligne droite qui passe par les 
centres C, O, et du même côté de ces deux 
points, puisque l’une des circonférences est à l’intérieur de 
l’autre ; donc la distance CO des deux centres est égale à la dif- 
férence des rayons CA, OA. 

THÉORÈME VI. 

Si deux circonférences CA, OB, qui n’ont aucun point com- 
mun sont intérieures l’une à F autre, la distance de leurs centres 
C e/ O est moindre que la différence de leurs rayons CA, OB. 

Je prolonge la ligne'droite CO qui joint les 
centres au delà du centre Ode la circonférence 
i intérieure. Cette ligne rencontrant les deux cir- 
conférences aux points B et A, la distance CO 
est égale à 1a différence des rayons CA, OB, di- 
minuée de la distance des deux points A et B ; on a donc 
CO<CA— OB. 
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CoROLiAiRE.— Les réciproques des cinq théorèmes précé- 
dents sont vraies et évidentes. En effet, pour chacune des cinq 
positions que deux circonférences peuvent avoir l’une par rap- 
port à l’autre, leurs rayons et la distance de leurs centres ont 
entre eux une relation différente; par conséquent, l’une de ces 
cinq relations étant donnée, on peut en conclure la position 
correspondante des deux circonférences. 

PRORLÉMES. 

1 . Lorsque deux circonférences n’ont aucun point commun, 
la plus petite et la plus grande des lignes droites qu’on peut 
mener d’une circonférence à l’autre passent par les centres de 
ces circonférences. 

2. Si, par l’un des points d’inserseclion de deux circonfé- 
rences, qn mène une parallèle à la ligne droite qui joint leurs 
centres, la somme des cordes interceptées sur cette parallèle est 
égale au double de la distance des centres. — Lorsqu’on fait 
tourner la sécante autour du point d’intersection des circon- 
férences, comment varie la somme des cordes interceptées? 

3. Quel est le lieu géométrique des centres des circonférences 
qui, décrites avec le même rayon, coupent sous un angle donné 
une circonférence donnée? 

4. Quel est le lieu géométrique des centres des circonférences 
qui, décrites avec le même rayon, divisent en deux parties 
égales une circonférence donnée? 

5. Décrire une circonférence qui passe par un point donné 
et touche une circonférence donnée en un point donné. 

6. Décrire une circonférence qui passe par deux points don- 
nés et cou pe une circonférence donnée, de manière que la corde 
commune soit parallèle à une corde donnée. 

7. Décrire avec un rayon donné une circonférence qui passe 
par un point donné et dont la plus courte distance à une cir- 
conférence donnée soit d’une longueur connue. 

8. Des sommets d’un triangle comme centres décrire trois 
circonférences telles que chacune touche les deux autres. 
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Prograhiie : Mesure des angles. — Si des sommets de deux angles on dé- 
crit deux arcs de-cercle d’un même rayon, le rapport des angles sera égal 
à celui des arcs compris entre leurs côtés. — Angles inscrits. — Ëvalua- 
tion des angles en degrés, minutes et secondes. 


DÉFINITIONS. 

* Mesurer une grandeur, c’est chercher combien elle con- 
tient d’unilés de son espèce et de parties de l’unité. 

Lorsqu’une grandeur est contenue un nombre exact de fois 
dans deux grandeurs de son espèce, on dit qn’elle est leur 
commune mesure. 

Deux grandeurs de même espèce sont eommensurables ou 
incommensurables entre elles, selon qu’elles ont une commune 
mesure ou qu’elles n’en ont pas. 

2. Le rapport de deux grandeurs de même espèce est le nom- 
bre qui exprimerait la mesure de la première si on prenait la 
seconde pour unité. 

Si deux grandeurs de même espèce A e< B sont eommensurables 
entre elles, leur rapport est un nombre entier ou fractionnaire 
qu'on obtient en divisant l’un par l’autre les deux nombres qui 
expriment combien de fois ces grandeurs contiennent leur com- 
mune mesure M. Soit, par exemple, A=23 M et B=8 M; la 
commune mesure M est alors J de B; par suite, A égale les ^ 
de B, et le rapport de A à B est le nombre fractionnaire 

Réciproquement, lorsque le rapport de deux grandeurs A et B 
est un nombre entier ou fractionnaire, ces grandeurs sont corn- 
mensurables entre elles. En effet, si le rapport de A à B est égal 

* Ces oolions d'arillimétique doivent être rappelées au commencemenide 
cette leçon, pour bien préciser le sens des théorèmes qu’on va démontrer. 
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* 

à le septième de B est contenu 30 fois dans A, et les gran- 
deurs A, B, ont une commune mesure égale au septième deB. 

Lorsque deux grandeurs A e( B sont incommensurables entre 
elles, il est impossible de mesurer la première en prenant la se- 
conde h pour unité; mais on peut trouver une grandeur A! qui 
soit commensurable avec B et qui diffère de A aussi peu qu’on te 
veut. En effet si l’on divise B en un nombre très -grande par 
exemple en un million de parties égales, et qu’on prenne pour 
A' le plus grand multiple de celte fraction de B contenu dans 

A, la grandeur de A' ne différera pas de A d’un millionième de 

B. Dans les applications numériques on remplace A par A', et, 
lorsqu’on parle du rapport de A à B, il faut entendre celui de 
A' à B, Aussi, pour démontrer que le rapport de deux gran- 
deurs de même espèce A et B égale celui de deux autres gran- 

• deurs de même espèce G et D, le programnie prescrit de ne 
considérer que des valeurs de ces grandeurs qui soient commen- 
surables entre elles. 

3. On appelle angle au centre un angle dont le sommet est 
situé au centre d’un cercle. 

Un angle est inscrit dans un cercle, lorsqu’il est formé par 
deux cordes qui se coupent sur la circonférence de ce cercle. 

Un secteur est la portion d’un cercle comprise entre deux 
rayons. — Un segment de cercle est la portion d’un cercle corn-' 
, prise entre un arc et sa corde. , 

Un polygone est inscrit dans un cercle, lorsque ses sommets 
sont situés sur la circonférence. Réciproquement, on dit que le 
cercle est circonscrit au polygone. 

THÉORÈME I. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, deux angles 
au centre égaux interceptent des arcs égaux, et réciproquement. 

Soient deux cercles égaux CA, 

Q C'A'; je dis que les arcs AR, A'B', in- 
terceptés par les deux angles au 
centre égaux ACB, A'C'B', sont aussi 
égaux. 

En effet, je superpose les deux 
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cercles en plaçant le centre C' sur le centre C et le point A' 
sur le point A; le rayon C'A' coïncide alors avec le rayon CA, 

et la circonférence C'A' avec la 
/ X circonférence CA. Mais, l’angle 
f c \ A'C'B* étant égal par hypothèse à 

l J l’angle ACB, le rayon C'B' s’appli- 

vÇ que sur CB; donc Tare A'B' coïn- 
cide avec l’arc AB et lui est égal. 



Réciproquement, si les arcs AB, A'B' sont égaux, les angles 
au centre ACB, A'C'B' qui les interceptent sont aussi égaux. 

Car, en superposant les cercles C'A', CA, de manière que les 
rayons CA, C'A' coïncident, l’arc A'B' s’applique sur l’arc AB 
qui lui est égal ; par suite, le rayon C'B' prend la direction du 
rayon CA, et les angles au centre A'C'B', ACB, dont les côtés 
coïncident sont égaux. ^ ‘ ' 

® * Corollaire. — Si du sommet d’un angle droit 
ACB comme centre on décrit une circonférence 
quelconque CA, l’arc AB intercepté par cet angle 
est égal au quart de la circonférence. 

® ' ' En effet, les quatre angles au centre, formés par 

les droites AC, BC, prolongées au delà du point C, sont égaux 
puisqu’ils sont droits; ils partagent dune la circonférence en 
quatre arcs égaux. 

Remarque.— 6a désigne parfois le quart de la circonférence 
sous le nom de quadrans. 


THÉORÈME IL 


Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, le rapport de 
deux angles au centre est égal à celui des arcs qu’ils inter- 
ceptent. 

Soient ACB, A'C'B', deux angles dont les sommets sont situés 
aux centres C et C' de deux cercles égaux CA, C'A' ; je suppose 
les arcs AB, A'B', qu’ils interceptent, commensiirables entre ' 
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eux (déf . 2), et je dis que leur rapport égale celui des angles 
ACB, A'C'B'. 

* En effet, soit AD une commune mesure des 
arcs AB, A'B'; je la suppose contenue trois 
fois dans l’arc AB et cinq fois dans l’arc A'B', 

3 

de sorte que le rapport de AB à A'B' égale 

5 

Cela posé, je mène les rayons CD, CE aux points 
de division de l’arc AB elles rayonsC'D', C'E',etc. 
aux points de division de l’arc A'B'; les arcs 
AD, DE, etc., et A'D', D'E', etc., étant égaux, les 
angles au centre ACD, DCE, etc., et A'C'D', 
• D'C'E', etc., qui interceptent ces arcs sont aussi égaux (I); 
donc l’angle ACD est contenu dans les angles ACB, A'C'B', au- 
tant de fois que l’arc AD dans les arcs AB, A’B', c’est-à-dire 
trois fois dans ACB, et cinq fois dans A'C'B'. Le rapport des 

3 

deux angles ACB, A'C'B' égale par suite -= , ou le rapport des 

O 

deux arcs AB, A'B'. 



Corollaire. — On démontre de même que le rapport des 
deux secteurs ACB, A'C'B', est égal à celui de leurs arcs AB, 
A'B'. 


THÉORÈME III. 


Tout angle a la [même mesure que l’arc qu’il intercepte sur 
une circonférence, décrite de son sommet comme centre avec un 
rayon quelconque, si l’on prend pour unité l’angle au centre 
qui intercepte sur cette circonférence l’arc choisi pour unité de 
longueur. 

Soit à mesurer l’angle ACB, en prenànt pour unité un angle 
quelconque BCD; du sommet C comme centre, avec un rayon 
arbitraire CA, je décris une circonférence de cercle sur la- 
quelle les angles au centre ACB, BCD interceptent les 
arcs AB, BD, et je prends l’arc BD intercepté'par l’unité d’an- 
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gle pour l’unité de longueur des arcs de la 
circonférence CA. La mesure de l’angle ACB 

est exprimée par le rapport , et celle 

de l’arc AB par le rapport ; or, ces deux 

dI) 

rapports sont égaux, puisque les angles au centre ACB, BCD 
sont entre eux comme les arcs AB, BD qu’ils interceptent (11); 
par conséquent, la mesure de l’angle au centre ACB est la 
même que celle de l’arc AB compris entre ses côtés. 

Remarque L— Au lieu de dire : Cet angle a la même mesure 
que tel dre, on se sert ordinairement de la locution inexacte, 
mais plus courte : cet angle a pour mesure tel arc. 

Remarque B.— On prend ordinairement le quart de la cir- 
conférence pour l’unité de longueur des arcs; l’angle droit est 
alors l’unité d’angle (1, c). 

Pour exprimer plus simplement les arcs en nombres, on a 
divisé leur unité, c’est-à-dire le quart de la circonférence, en 
90 parties égales appelées degrés; dès lors la circonférence 
entière en contient 4 fois 90, ou 360. 

Chaque degré a été divisé en 60 parties égales qu’on appelle 
minutes; on a divisé aussi chaque minute en 60 parties égales 
nommées secondes. Par conséquent, le quart de la circonfé- 
rence contient 8,400 minutes, ou 324,000 secondes. 

On indique les degrés par la lettre (°) qu’on écrit à la droite 
et au-dessus du nombre qui lès représente. Les minutes sont 
désignées par un accent aigu ('), les secondes par deux ("). Ainsi, 
le nombre 25* d8'12'' exprime 25 degrés, 15 minutes et 12 Se- 
condes. 

On appelle angle de 28° T 30" un angle qui intercepterait 
sur une circonférence un arc de 28* 7' 30", si on plaçait son 
sommet au centre de cette circonférence. Pour évaluer le rap- 
port de cet angle à l’angle droit, on divise le nombre de se- 
condes contenues dans l’arc de 28» 7' 30" par le nombre de 
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secondes dont est composé le quart de la circonférence, ou 
l’arc de 90°, el l’on trouve que l’angle proposé est égal aux 
ÎStû-sv. ou aux de l’angle droit. 


THÉORÈME IV. 



Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié de 
l’arc compris entre ses côtés. 

Le centre du cercle peut être sur l’un des 
côtés de l’angle, ou à l’intérieur de l’angle, 
ou bien à l’extérieur. 

1. Soit ABC un angle inscrit dans le cercle 
OB, et tel que son côté BC passe par le centre 
O; je tire le rayon OA. Les côtés OA, OB du 
triangle OAB étant égaux comme rayons du 
cercle OB, les angles ABC, BAO, opposés à ces côtés, sont 
égaux (5, I), et l'angle AOC extérieur au triangle est égal à 
leur somme (9, III) ; l’angle inscrit ABC est par suite la moi- 
tié de l’angle au centre AOC. Or cet angle au centre a pour 
mesure Tare AC compris entre ses côtés (III); donc l’angle in- 
scrit ABC a pour mesure la moitié du même arc AC qui est 
aussi compris entre ses côtés. 

2. Si le centre est à l’intérieur de Tangle 
BAC, je tire le diamètre AK. L’angle BAC égale 
la somme des angles inscrits BAK, CAK dont 
le côté commun AK passe par le centre ; il a 
dès lors pour mesure la somme de leurs mesu- 
res. Or, le premier BAK est mesuré parla moi- 
tié de Tare HK, et le second CAK par la moitié de Tare CK ; 
Tangle inscrit BAC a donc pour mesure la moitié de la somme 
des deux arcs BK, CK, c’est-à-dire la moitié de Tare BC com- 
pris entre ses côtés. 

3. Je suppose le centre à l’extérieur de Tangle 
BAC, et je tire le diamètre AK. L’angle BAC 
égale la différence des angles inscrits CAK, 
BAK dont le côté commun AÉ passe par le 
centre ; il a dès lors pour mesure la différence 
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de leurs mesures. Or, le premier CAR est mesuré par la moitié 
de Tare CK, et le second BAR par la moitié de l’arc BR; l’angle 
inscrit BAC a donc pour mesure la moitié de la différence des 
deux arcs CK, BR, c’èst-à-dire la moitié de l’arc BC compris 
entre ses côtés. 

Corollaire I . — Les angles ACB, ADB, etc., 
inscrits dans le même segment de cercle, 
sont égaux, puisqu’ils ont pour mesure la 
moitié du même arc AB compris entre leurs 
côtés. 

Lorsque le segment est un demi-cercle, les angles inscrits 
sont droits, car ils ont pour mesure un quart de circonférence. 
Si le segment est plus grand ou moindre qu’un demi-cercle, 
les angles inscrits sont aigus ou obtus, puisque leur mesure est 
moindre ou plus grande qu’un quart de circonférence. 

On dit qu’un segment de cercle est capable d’un angle 
lorsque les angles inscrits dans ce segment sont égaux à cet 
angle. 

Corollaire II. — L’angle CAB formé par une tangente AC et 
une corde AB, issue du point de contact A de la tangente, a pour 
mesure la moitié de l’arc AB compris entre ses côtés. 

Car, si je mène la corde BD parallèle à la 
tangente, l’angle CAB est égal à l’angle in- 
scrit ABD (7, V), qui a pour mesure la moi- 
tié de l’arc AD compris entre ses côtés. Or, 
les arcs AD, AB, interceptés par les paral- 
lèles CA, BD, sont égaux (13,111); donc l’an- 
gle CAB a la même mesure que la moitié de l’arc AB compris 
entre ses côtés. 

Corollaire III . — Les angles opposés d’un quadrilatère con- 
vexe ABCD, inscrits dans un cercle, sont supplémentaires. 

L’angle inscrit ABC a pour mesure la moi- 
tié de l’arc ADC compris entre ses côtés, et 
l'angle inscrit ADC, qui est opposé à l’angle 
ABC, a pour mesure la moitié de l’arc ABC. 
La somme des deux angles ABC, ADC, a donc 
pour mesure la moitié de la somme des arcs 
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ADC, ABC, c’est-à-dire là moitié de la circonférence; dès lors 
ces deux angles sont supplémentaires. 



THÉORÈME V. 

Tout angle ABC, formé par deux sécantes qui se rencontrent 
à ^intérieur du cercle, a pour mesure la moitié de la somme des 
arcs AC, DE compris entre ses côtés et leurs prolongements. 

Je tire la corde CD ; l'angle ABC, extérieur au 
triangle CBD, est égal à la somme des deux 
angles intérieurs ADC, BCD (9, 111). Or ces 
deux derniers angles sont inscritsdans le cercle 
ACD et mesurés respectivement par les moitiés 
des arcs AC, DE, compris entre leurs côtés (IV) ; donc Tangle 
ABC a pour mesure la moitié de la somme des deux arcs 
AC, DE. 

THÉORÈME VI. 

Tout angle ABC, formé par deux sécantes qui se rencontrent 
hors du cercle, a pour mesure la moitié de la différence des arcs 
AC, DE compris entre ses côtés. 

Je tire la corde DC; Tangle intérieur ABC du 
triangle DBC est égal à la différence de Tangle 
extérieur ADC et de Tangle intérieur DCB (9,111); 
or ces deux derniers angles sont inscrits dans 
le cercle ACD, et mesurés respectivement par 
les moitiés des arcs AC, DE, compris entre leurs 
côtés (IV) ; donc Tangle ABC a pour mesure la 
moitié de la différence des deux arcs AC, DE. 

Remarque. — Je démontrerais de même que Tangle formé 
par une tangente et une sécante, ou par deux tangentes, a 
pour mesure la demi-ditférence des deux arcs compris entre 
ses côtés. 

PHOBLÈMES. 

1. Quel est le lieu géométrique du sommet d’un angle qui 
se meut dans son plan de manière que ses côtés passent par 
deux points donnés? 
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2. Si les angles opposés d’un quadrilatère convexe sont sup- 
plémentaires, les quatre sommets sont situés sur la même cir- 
conférence, c’est-à-dire que le quadrilatère est inscriptible. 

3. Si un polygone convexe, inscrit dans un cercle, a un nom- 
bre pair de côtés, la somme de ses angles de rang pair égale 
la somme des angles de rang impair. — La réciproque n’est 
vraie que pour le quadrilatère. 

4. Quel est le lieu géométrique des milieux des cordes inter- 
ceptées par une circonférence sur toutes les sécantes qu’on peut 
mener par un point donné? 

5. Si, d’un point de la circonférence circonscrite à un trian- 
gle, on abaisse des perpendiculaires sur ses côtés, les pieds de 
ces perpendiculaires sont en ligne droite. 

6. Les pieds des perpendiculaires menées des sommets d*^un 
triangle sur les côtés opposés sont les sommets d’un second 
triangle, dont les angles ont pour bissectrices les hauteurs du 
premier. 

7. Si l’on trace quatre circonférences telles que chacune 
passe par deux sommets consécutifs d’un quadrilatère inscrit, 
ces courbes se coupent en quatre points, autres que les som- 
mets du quadrilatère. Démontrer que ces quatre points appar- 
tiennent à une même circonférence. 

8. Lorsque les côtés d’un angle coupent deux circonférences, 
les cordes des arcs qu’ils interceptent sur l’une de ces courbes, 
étant indéûniment prolongées, font un quadrilatère inscrip- 
tible avec les cordes des arcs interceptés sur l’autre. 

9. Si on tire une sécante par l’un des points d’intersection 
de deu3^ circonférences, elle coupe ces circonférences en deux 
autres points dont les tangentes font un angle constant. 

10. Si trois points A, B, C divisent une circonférence en trois 
parties égales, la distance d’un point quelconque M de l’arc 
AB au point C est égale à la somme des distances du même 
point M aux deux points A et B. 
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PkOGRiMHE : Problèmes. — Usage de la règle et du compas dans les con- 
structions sur le papier. — Vérification de la règle. — Problèmes élé- 
mentaires sur la construction des angles et des triangles. 


DIÎFINITIONS. 

1. Pour tirer une ligne droite sur le papier, on se sert d’un 
inslrument qu’on appelle règle. La règle est une barre de bois 
ou de mêlai dont les faces sont planes et les bords droits. 

Lorsqu’on veut tracer la ligne droite déterminée par deux 
points donnés sur un plan, on place une règle sur ce plan de 
manière que l’un de ses bords passe par les deux points donnés; 
puis on fait glisser d’un point à l’autre, et le long de ce bord, la 
pointe d’un crayon ou le bec d’une plume trempée dans l’encre. 



Pour s’assurer que le bord AB d’une règle ABCD est droit, 
on tire une droite MN sur le papier en faisant glisser la pointe 
d’un crayon le long de AB, et l’on cherche ensuite à faire coïn- 
cider avec celte ligne droite le même bord AB, en plaçant tou- 
tefois à gauclie l’extrémité B de la règle qui était d’abord' à 
droite, et réciproquement; on reconnaît que cette coïncidence 
a lieu, c’est-à-dire que le bord AB est droit, lorsqu’on traçant 
une seconde ligne droite le long du bord AB on trouve que 
cette ligne droite se confond avec la première. La règle est bien 
dressée si chacun de ses bords satisfait à celte condition. 

2. Le compas est un instrument avec lequel on décrit une 
circonférence sur un plan. Il est composé de deux liges métal- 
liques, appelées vulgairement les branches du compas; ces 
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H.H 


branches sont terminées en pointe à l’une de leurs extrémités, 
et jointes à l’autre extrémité par une charnière 
qui permet d’ouvrir plus ou moins le compas, 
c’est-à-dire d’agrandir ou de diminuer l’angle 
qu'elles forment. 

Pour décrire une circonférence dont le centre 
et le rayon sont donnés, on ouvre le compas de 
telle sorte que la distance de ses pointes soit égale 
au rayon; on place ensuite l’une des pointes au 
centre du cercle, et l’on fait tourner l’autre au- 
tour du centre en l’appuyant sur le papier. La 
branche mobile est terminée par un crayon ou 
une plume qui décrit la circonférence. 

PROIILÈME I. 

Faire sur la ligne droite MN un angle qui ail le 
point N pour sommet, et soit égal à un angle donné ABC. 



P 



A 


Du sommet B de l’angle ABC comme centre, je décris avec 
un rayon quelconque l’arc ac entre les côtés de cet angle; du 
point N comme centre, et avec le même rayon Ba, je décris 
ensuite un arc indéfini pm jusqu’à la rencontre de la ligne 
droite MN, et, à partir de leur inlerseclion m, je détermine 
avec un compas une portion mP de l’arc mp égale à l’arc ac; 
puis je tire la ligne droite NP. 

L’angle MNP est égal à l’angle ABC ; car ils sont mesurés par 
les arcs égaux mP et ac (15, 111). 

1‘ROIILÉ.UB II. 

Deux angles A et^d’un triangle étant 
donnés, cnnstrnire le troisième. 

Je fais sur la ligne droite indéfinie 
MN l’angle MOP égal à A et l’angle 
NOQ égal à B. Les trois angles MOP, 
l'OQ, NOQ, (pii sont adjacents et pla- 
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cés du même côté de la ligne droite MN, valent ensemble deux 
angles droits (2, 1) ; donc l’angle POQ, supplément de la somme 
des deux angles A et B, est égal au troisième angle du triangle 
proposé. 



PROBLEME III. 

itant donnés deux ‘angles A, B d’un 
triangle et un côté G, construire le triangle. 

Si les deux angles donnés A et B sont 
adjacents au côté donné C, je prends sur 
une ligné droite indéfinie une longueur 
DE égale à C; puis je fais au point D l’an- 
gle EDF égal à A, et au point E l’angle DEF 
é^al à B. Les côtés de ces deux angles se 
rencontrent au point F et forment avec DE un triangle qui n’est 
autre que le triangle demandé ; car ces deux triangles ont un 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun (3, 111) . 

Lorsque les deux angles A et B ne sont pas adjacents au côté 
donné C, on ramène la question au cas précédent, en détermi- 
nant le troisième angle du triangle (11). 

Remarque. — Le problème n’est possible qu’autant que la 
somme des deux angles donnés est moindre que deux angles 
droits. 

PROBLÈME IV. 


Etant donnés deux côtés A et B d’un 
triangle et l’angle C qu’ils forment, 
construire le triangle. 

Je fais sur la ligne droite indéfinie 
DE l’angle EDF égal à l’angle donné C, 
et je prends sur ses côtés les longueurs 
DE, DF, respectivement égales aux 
lignes données A, B; puis je lire la ligne droite EF. Le triangle 
EDF n’est autre que le triangle demandé; car ces deux trian- 
gles ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun (3, IV). 
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PROBLÈME V. 

Deux côtés A, B d’un triangle, et 
l’angle C opposé au côté A étant donnés, 
construire le triangle. 

Je fais un angle GDF égal à l’angle 
donné C, je prends sur le côté DG une 
longueur DE égale au côté B, et je dé- 
cris du point E comme centre, avec un rayon égal au côté A, 
un arc de cercle jusqu’à la rencontre de la droite DF., Si lê 
côté A est plus grand que B, l'arc de cercle coupe la droite DF 
en deux points II et F, situés de part et d’autre du sommet D 
de l’angle GDF, puisque la droite ED est plus petite que le 
rayon A. Des deux triangles DEF, DEII qu’on forme en tirant 
les droites EF, Eli, le premier satisfait seul à toutes les condi- 
tions de la question; car il a l’angle et les deux côtés donnés, 
tandis que 1 angle EDH du second n’est que le supplément de 
l’angle C. Le problème n’a donc qu’une solution» lorsque le 
côté A est plus grand que B. 

Je suppose en second lieu le côté A égal au côté B, le triangle 
n’est alors possible qu’autant que l’angle C 
est aigu,- puisque l’angle opposé au côté 
B doit être égal à C (5, II). Dans cette hypo- 
thèse , l’are de cercle , décrit du point E 
comme centre, avec le rayon A, passe par le 
point D, puisque ED est égale à A, et te triangle isocèle EDF est 
la seule solution de la question. 

Entin, si le côté A est plus petit que le côté B, il faut encore 
que l’angle C soit aigu, puisque l’angle op- 
])Osé au côté B doit être plus grand que C 
(3, III). L’arc de cercle, décrit du point E 
cotnine centre avec le rayon A , coupe la 
droite DF en deux points F et H, situés du 
même côté du sommet D de l’angle GDF, ou il est langent à 
cette droite, ou bien il ne la rencontre i>as, selon que le rayon 
moindre que ED par hypothèse, est plus grand que la per- 
pendiculaire EK abaissée du point E sur DF, ou égal à celte 
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perpendiculaire, ou plus petit. Dans le premier cas, le pro- 
blème a deux solutions qui sont les deux triangles EDF, EDII j 
dans le second cas, il n’en a plus qu’une, c’est le triangle 
rectangle EDK. Enfin, il est impossible dans le troisième cas. 


PROBLEME VI. 

Les trois côtés A, B, C d’un triangle étant donnés, construire 
le triangle. ' , 

Je prends sur une ligne droite indé- 

B — 1 finie la longueur DE égale au côté A ; du 

f point 1) comme centre je décris un arc de 

' cercle avec un rayon égal au côlé B; je 

\ décris ensuite, du point E conime centre, 

® avec nn rayon égal au côté C, un autre 

arc de cercle jusqü’à la rencontre du premier, et je joins leur 
intersection F aux points D, E, par les lignes droites DF, EF. 
Ea figure DEF n’esl autre que le triangle demandé, car ces deux 
triangles ont les trois côtés égaux chacun à chacun (3, VI). 

Remarque. — Le triangle cherclié n’est possible que si les 
arcs décrits des points D et Fl comme centres, avec les rayons H 
et C, se coupent. Donc la distance de leurs centres, c’est-à-dire 
la ligne droite A, doit être moindre que la somme des deux 
rayons B, C, et plus grande que leur diflerence (14, IV). 


PROBLEMES. 

1. Construire uri triangle dont on connaît un angle, l’un des 
côtés adjacents et la longueur de la ligne droite qui joint le 
milieu de ce côté au sommet opposé. 

2. Construire un triangle dans le(|ucl on donne deux côtés et 
la longueur de la ligne droite qui joint le milieu de l’un d’entre 
eux au sommet opposé. 

3. Construire un triangle dont on connaît un côté, l’un des 
angles adjacents cl la longueur de sa bissectrice. 

4. Construire un triangle, étant donnés un angle, l'un des 
côtés adjacents et la somme ou la différence des deux autres 
côtés. 
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Programsie : Tracé des perpendiculaires et des parallèles. — .Abréviation 
des constructions au moyen de l’équerre et du rapporteur.— Vérilicatioti 
de l'équerre. 


PROBLÈ.ME I. 

Mener, d'un point donné X, une perpendiculaire sur une ligne 
droite donnée BC. 

Le point A peut être donné sur la ligne 
U droite BC ou hors de cette ligne, mais la 

perpendiculaire se construit de la même 
manière dans les deux cas. 

En effet, je détermine sur la ligne 
droite BC deux points B et C également 
distants du point A, en décrivant de ce 
point comme centre un arc de cercle qui 
coupe la ligne BC. De ces deux points B, 

V C comme centres , et avec un même 

... ^ rayon que je prends plus grand que la 

, moitié de la dislarfce BC, je décris ensuite 

deux arcs de cercle qui se coupent au 
point D (14, IV), et je tire la ligne droite AD. 

Celle ligne est perpendiculaire à la ligne droite BC, puis- 
qu’elle a deux points A, D, également distants des extrémités 
de BC (6, 111) ; c’est donc la perpendiculaire demandée. 

PROBLÈME II. 

Mener, d’un point donné O. une parallèle à une ligne droite 
donnée MN. 
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solution. Du point donné 0 je tire une ligne droite OB 
qui coupe la ligne droite donnée MN 
en un point quelconque A, et je fais 
sur OB l’angle AOP égal à l'angle 
NAO. La droite OP est parallèle à 
' MNj'car ces deux lignes font avec la 
sécante OA deux angles alternes- 
internes égaux AOP, NAO (7, V). 

2* solution. Je mène successive- 
ment par le point O la perpendiculaire ÔC sur MN, et la per- 
pendiculaire OP sur OC. La ligne droite OP est parallèle à MN, 
puisque ces deux lignes sont perpendiculaires à la même droite 
OC (7, 1). 

On abrège beaucoup les constructions des deux problèmes 
qui précèdent en faisant usage des instruments nommés 
équerre et rapporteur. 

t. L’équerre est une petite planche de bois 
\ qui a la forme d'un triangle rectangle; pour 

O qu’dle soit plus aisée à manier, on y pra- 

^ tique une ouverture circulaire qu'on appelle 

l’œil de l’équerre. 

Lorsqu’on veut vérifier une équerre, c’est-à-dire reconnaître 
si le plus grand de ses angles est droit, 
on décrit un demi-cercle ADB avec un 
rayon arbitraire CA, et l’on inscrit un an- 
gle droit ADB, en joignant un point quel- 
conque D de la circonférence aux extrémi- 
tés du diamètre AB par les cordes DA, DB. 
On applique ensuite le plus grand angle de l’équerre FEG sur 
ADB, de manière que le sommet E coïncide avec D et le côté 
EF avec D.\. Si le côté EG de l’équerre prénd alors la direction 
de DB, l’angle FEG est égal à l’angle droit ADB ell’équîrre est 
bonne; dans le cas contraire, l’équerre est fausse. 



PROBLÈME lit. 

Par un point donné 0, mener avec l'équerre une perpendicu- 
laire sur une ligne droite donnée MN. 
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1 . Si le point O se trouve sur la ligne droite MN, je place un 

des côtés de l’angle droit 
d’une équerre sur cette ligne 
de manière que le sommet 
de cet angle coïncide avec le 
point O, et j’applique une 
règle AD contre l’autre côté 
OC de l’angle droit de l’é- 
querre. J’ôte ensuite l’équer- 
re, et je tire une ligne droite le long du bord de la règle qui 
passe par le point O. 

Cette ligne AD est perpendiculaire à MN, puisque l’angle 
AON est égal à l’angle droit COB de l’équerre. 

2. Si O n’est pas un 
point de la ligne droite 
MN.j’applique sur cette 
ligne le bord d’une rè- 
gle, et contre cette rè- 
gle, le côté BC de l’an- 
gle droit ABC d’une 
équerre. Je lais glisser ensuite l’équerre le long de la règle 
immobile, jusqu’à ce que l’autre côté AB de l’angle droit ABC 
passe par le point O, et je trace la perpendiculaire OP en sui- 
vant la direction AB. 



PROBLÈME IV. 


Par un point donné O, mener avec l’équerre une parallèle à 
une ligne droite donnée MN. 


Q «/ 



1. J’applique une règle con- 
tre le petit côté AC d’une équer- 
re ABC. Je place ensuite le 
système de ces deux instru- 
ments de telle sorte que l’hy- 
poténuse AB de l’équerre coïn- 
cide avec la ligne droite MN, 
et que la distance du point O 
BC. Cette position étant trouvée. 
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je fais glisser Eéquerre le long de la règle, que Je tiens immo- 
bile jusqu’à ce que son liypolcmise AB passe par le point 
donné O ; puis je tire la ligne droite PQ en suivant ce cèté de 
l’équerre. 

Celte ligne qui passe par le point O est parallèle à MN, puis- 
que les angles correspondants QPC, BAC sont égaux (7, V), 

2. Le rapporteur est un in- 
strument au moyen duquel on 
rapporte et l’on fait sur le pa- 
pier des angles donnés. Il con- 
siste en un demi -cercle MPN 
qui est de cuivre ou de corne. 
Son limbe, ou bord extérieur , 
est divisé en 180 degrés et terminé par le diamètre AB, au 
milieu duquel il y a une petite entaille O. appelée centre du 
rapporteur. 

' PROBLÈME V. 

Mesurer avec le rapporteur un angle donné AOK. 

J’applique le centre du rap- 
porteur sur le sommet O de 
l’angle AOK, et je dirige son 
diamètre suivant le côté OA de 
cet angle. Si l’autre côté OK 
passe par la trente-quatrième 
division du limbe, l’angle AOK est de 34 degrés. Lorsque le 
côté OK rencontre le limbe entre deux divisions, par exemple 
entre la trente-quatrième et la trente-cinquième, j’estime à la 
simple vue la distance de OK à la première de ces divisions; 




si je l’évalue aux -d’une division, je dis que l’angle AOK est 
4 - 


de 34“ -» ou 34“ 45'. 

4 


PROBLÈME VI. 

Construire, sur une ligne droite OA, wn angle qui ait son 
sommet en un point donné 0 et soit d’une grandeur donnée. 

Je place le centre du rapporteur au point 0 et je dirige .son 
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diamètre suivant la ligne droite OA; je marque ensuite la 
division M. qui correspond à la grandeur de l’angle donné; 
j ôte le rapporteur, et je tire la ligne droite OM qui fait avec O.V 
l’angle demandé. 


PROBLÈME vir. 

Par un point donné A, mener avec le rapporteur une per- 
pendiculaire sur la ligne droite donnée BC. 

t. Si le point A est l’un des points de la ligne droite BC, je 
fais en ce point, sur la ligne BC, un angle de 90 degrés, avec 
le rapporteur. Le second côté de cet angle est évidemment la 
perpendiculaire demandée. 

2. Lorsque le point A est situé hors de 
la ligne droite BC, je le joins à un point 
quelconque D de BC par la ligne droite AD; 
je mesure ensuite l’angle aigu ADB, et je 
e fais sur la droite AD l’angle DAE égal au 
complément de ADB. 

La ligne droite AE est perpendiculaire à BC, car le troisième 
angle AED du triangle ADE est droit (9, 111). 

PROBLÈME VIII. 

Par un point donné A, mener avec le rapporteur une paral- 
lèle à une ligne droite donnée BC. 

J n c Je joins le point A à un point quelcon- 

que D de BC par la ligne droite AD, et 

\ je mesure l’angle aigu ADC; je fais en- 

^ ‘ suite sur AD l’angle DAE égal à ADC. La 

ligne droite AE est parallèle à BC, car ces lignes font avec la 
sécante AD deux angles alternes-internes égaux ADC, DAE 
(7, V). 

PROBLÈMES. 

\ . Construire un parallélogramme dont on connaît un angle 
et les deux côtés adjacents. 

2. Construire un rectangle dont on connaît deux côtés con- 
sécutifs. 
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3. Étant données les diagonales d’un losange, construire ce 
quadrilatère. 

4f Construire un trapèze dont les quatre côtés sont donnés. 
(On appelle trapèze tout quadrilatère qui a deux côtés paral- 
lèles.) 

5. Deux lignes droites parallèles et un point étant donnés, 
mener par le point une sécante telle que la portion de cette 
ligne comprise entre les deux parallèles soit d’une longueur 
donnée. 

6. Construire un triangle dans lequel on donne la base, la 
hauteur et la ligne droite qui joint le milieu de la base au som- 
met opposé. 

7. Tracer entre deux circonférences une ligne droite qui ait 
une longueur donnée et soit parallèle à une direction aussi 
donnée. 

8. Décrire, d’un point donné comme centre, une circonfé- 
rence qui intercepte sur une autre circonférence un arc ayant 
une corde de longueur donnée. 

9. Construire un triangle dont on connaît deux angles et 
l’une des trois hauteurs. 

tO. Construire un trapèze dont les diagonales et les côtés pa- 
rallèles sont donnés. 

11. Construire un triangle dont on connaît deux côtés et 
l’une des hauteurs. 

12. Construire un triangle dans lequel on donne un côté, un 
angle et une hauteur. 

13. Inscrire dans un cercle un angle de grandeur donnée, 
de manière que l’uu de ses côtés passe par un point dcnné, et 
que l’autre soit parallèle à une droite donnée. 

14. Décrire avec un rayon donné une circonférence tan- 
gente à deux droites données, ou à une droite et à une c rconfé- 
rence données. 
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DIX-HUITIÈME ET DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

Progbaiiiie : Division d'une droite et d'un arc en deux parties égales. — Dé- 
crire une circonférence qui passe par trois points donnés. — D'un point 
donné hors d'un cercle, mener une tangente il ce cercle. — Mener une 
tangente commune il deux cercles. — Décrire, sur une droite donnée, un 
segment de cercle capable d’un angle donné. 


PROBLÈME I. 



Diviser une ligne droite AB en deux parties égales. 

Des extrémités A et B de la ligne droite AB, 
comme centres, je décris deux arcs de cercle 
avec le même rayon que je prends plus 
grand que la moitié de AB. Soient C et D les 
intersections de ces arcs; je joins ces points 
par la ligne droite CD qui rencontre la ligne 
droite AB au point E et la divise en deux parties égales. 

En eflet, chacun des points C et D étant également éloignés 
des deux points A et B, la ligne droite CE est perpendiculaire 
au milieu de AB (6, 111). 

Remarque.— Y,n appliquant ce procédé à la moitié, au quart, 
au huitième, etc., de la ligne droite AB, on la divise en 4, 8, 
16, etc., parties égales. 


PROBLEME II. 


Élever, par le milieu d’une ligne droite, une perpendiculaire 
sur cette droite. 

On résout ce problème par la même construction que le pré- 
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cèdent, puisque la ligne droite CD est perpendiculaire au mi- 
lieu de AB. 

PROBLÈME III. 



Diviser un arc de cercle BC en deux parties égales. 

J’abaisse du centre A de l’arc BC la perpeii- 
pendiculaire AD sur sa corde; cette droite ren- 
contre l’arc BC au point D et le divise en deux 
parties égales (12, I). 

On peut résoudre ce problème au moyen 
du rapporteur; mais on abrège alors la con- 
struction de la perpendiculaire AD, en mesu- 
rant l’angle au centre BAC et faisant sur AB l’angle BAD égal 
à la moitié de BAC, sans déplacer le rapporteur. 

Remarque. — En appliquant ce procédé à la moitié, an quart, 
au huitième, etc., de l’arc BC, on le divise en 4, 8, 16, etc., 
parties égales. 

PROBLÈME IV. 


Diviser un angle BAC en deux parties égales. 

Je décris du sommet A, comme centre , un arc BC avec un 
rayon quelconque AB; je tire ensuite la ligne droite AD qui 
divise en deux parties égales l’arc BC (111). Cette ligne divise 
aussi l’angle au centre BAC en deux parties égales (15, 1). 

Remarque.— Ea appliquant ce procédé à la moitié, au quart, 
au huitième, etc , de l’angle BAC, on le divise en 4, 8, 16, etc., 
parties égales. 

PROBLÈME V. 


Décrire une circonférence passant par trois points donnés 
A, B, C, qui ne sont pas en ligne droite. 

Par les milieux des lignes droites AB, BC, 
j’élève sur ces lignes les perpendiculaires DE, 
DF qui se coupent en un point D, puisque 
les trois points donnés A, B, C ne sont pas 
en ligne droite. Je décris ensuite, du point D 
comme centre et avec le rayon DA, une cir- 
conférence qui passe par les points A, B et C. 
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En effet, le point D est également distant des points A, B, G, 
puisqu’il se trouve sur chacune des perpendiculaires DE, DF, 
menées par les milieux des lignes droites AB, BC (6, 111). 


l'KOBLÉMË Vt. 


Mener, par le point A, une tangente à un cercle donné CB. 

Le point A peut être donné sur la circonférence du cercle ou 
à l’extérieur; je vais examiner successivement ces deux cas. 

|T) t» Si le point A se trouve sur la circonfé- 
rence, J’élève, par l’extrémité A du rayon CA, 

/ c la perpendiculaire AD sur ce rayon. La ligne 

\ / I droite AD est évidemment la tang 

B i mandée (13, II). 


tangente de- 


2" Soit le point A extérieur au cer- 

« 

de; je tire la ligne droite CA et, du 
milieu de celte ligne comme centre, 
^ avec un rayon égal à la moitié de 
CA , je décris une circonférence qui 
coupe la circonférence donnée aux 
points B et D. Je tire ensuite les lignes droites AB, AD, et je dis 
(|u’elles sont tangentes au cercle CB. 

En effet, chacun des angles ABC, ADC est droit, parce qu’il 
est inscrit dans un segment du cercle AC égal à un demi- 
cercle (IS, IV); la ligne droite AB est donc perpendiculaire à 
l’extrémité du rayon CB, et la ligne droite AD perpendiculaire 
à l'extrémité du rayon CD ; par suite, AB et AD sont tangentes 
au cercle CB (13, H). 



CoROLLAiBE. — Lci tangentes AB, AD menées d’un même point 
A à un cercle CB sont égales, et la ligne droite AC qui joint ce 
point au centre du cercle divise en deux parties égales l’angle 
BAI) des deux tangentes. 

Les triangles rectangles ABC, ADC sont égaux, parce qu’ils 
ont l’hyi>oténuse AC commune, et les côtés CB, CD égaux 
comme rayons du cercle CB (ô, ^ ) ; donc le côté iVB est égal à 
AD et l'angle BAC égal à DAC. 
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PROBLÈME VII. 

Mener une tangente commune à deux cercles donnés. 

Les cercles peuvent toucher une môme ligne droite du même 
côté ou des deux côtés de cette ligne. Dans le premier cas, la 
tangente commuiîe est extérieure aüx deux cercles; dans le se- 
cond cas, elle leur est intérieure. 

Soient O et C les cen- 
tres des deux cercles OA, 
C13, que la ligne droite AB 
touche extérieurement aux 
points A et B; je mène par 
le centre C la parallèle CD 
à la tangente AB, jusqu’à la 
rencontre de OA. Les rayons 
OA, CB, perpendiculaires à la tangente commune AB (13, II), 
et par suite à CD (7, III), sont parallèles; donc le quadrilatère 
ABCD est un rectangle, et scs côtés opposés AD, BC sont égaux 
(tO, I). La circonférence décrite du point O comme centre, avec 
le rayon OD égal à la différence des rayons OA, CB des deux 
cercles donnés, est par conséquent tangente à la ligne droite 
CD (13, II). 

De là résulte cette construction de la tangente extérieure AB : 
je décris un cercle concentrique au cercle OA, avec un rayon 
OD égal à la différence des rayons 0.\, CB, et je trace du centre 
de Vautre cercle CB la tangente CD au cercle OD. Je tire ensuite 
le rayon Oh du point de contact; ce rayon , prolongé au delà 
du point D, coupe la circonférence OA au point A duquel je 
mène une parallèle à lu ligne droite CD. Cette parallèle n’est au- 
tre que la tangente AB , puisqu’on ne peut mener du point A 
qu’une parallèle à CD (7, II). 

Lorsque les cercles donnés OA, CB sont extérieurs l’un à 
l'autre, ou tangents extérieurement, ou bien sécants, ladistance 
OC de leurs centres est plus grande que la différence OD de 
leurs rayons (14), et le point C est extérieur au cercle OD. 
On peut donc mener du point C deux tangentes CD, Ciy à 
ce cercle; par suite, les cercles OA, CB ont deux tangentes 
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AB, A'B', communes et extérieures.— Si les cercles OA, CB 
se touchent intérieurement, la distance OC de leurs centres est 
égale à la différence OD de leurs rayons (14, 5), et la circonfé- 
rence OD passe par le point C. Par conséquent, on ne peut me- 
ner de ce point qu’une tangente à la -circonférence OD, et les 
deux cercles OA, CB n’ont qu’une tangente commune qui leur 
soit extérieure. — Le problème est évidemment impossible” si 
l’un des cercles est à l’intérieur de l’autre. 

2“ Soient O et C les cen- 
tres de deux cercles OE, 
CF, que la ligne droite EF 
toucbcintérieurementaux 
points E et F; je mène par 
le centre C la parallèle CG 
à la ligne EF, jusqu’à la 
rencontre du prolonge- 
ment de OE. Les rayons 
OE, CF, perpendiculaires à la tangente commune EF, et par 
suite à CG, sont parallèles; le quadrilatère EFGC est dobc un 
rectangle, et ses côtés opposés EG, CF sont égaux. La circonfé- 
rence décrite du point O comme centre, avec le rayon OG égal 
à la somme des rayons OE, CF des deux cercles donnés, est 
par conséquent tangente à la ligne droite CG. 

De là résulte cette construction de la tangente intérieure EF : 
je décris uncerck conceutrique au cercle OE, avec un rayon OG 
égal à la somme des rarjons OE, CF des cercles donnés, et je 
trace du centre C de l’autre cercle CF la tangente CG au cercle 
OG. Je tire ensuite le rayon OG du point de contact; ce rayon 
coupe la cirçonférence OE au point E par lequel je mène une 
parallèle à la ligne droite CG. Cette parallèle n’est autre que 
la tangente EF, puisqu’on ne peut mener du point E qu’une 
parallèle à CG. 

Lorsque les deux cercles donnés OE, CF sont extérieurs l’un 
à l’autre, la distance OC de leurs centres est plus grande que 
la somme OG de leurs rayons (14, II), et le point C est extérieur 
au cercle OG. Par conséquent, on peut mener du point C deux 
tangentes CG, CG' à ce cercle; les cercles donnés ont donc 
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deux tangentes EF, E'F', communes et intérieures. — Si les 
cercles OE, CF sont tangents extérieurement, la circonférence 
ÜG passe parle point C, et l’on ne peut mener de ce point (|u’u ne 
tangente au cercle OG. Dès lors les cercles OE, CF n’ôut plus 
qu’une tangente conumtne qui soit intérieure. — Poui' toute 
autre position des deux cercles le problème est impossible. 

En résumé : 1“ On peut mener deux tangentes intéi ieures 
et deux tangentes extérieures à deux cercles qui sont extérieurs 
l’un à l’aiilre. 

i" Deux cercles qui se touchent 
extérieurement ont deux tangentes 
communes extérieures et une seule 
tangente intérieure, laquelle est per- 
pendiculaire à la droite qui jiMnt les 
centres des cercles. 




3» Si les cercles se coupent, ils 
n’ont que deux tangentes commu- 
nes qui sont extérieures. 



4" Deux cercles qui se touchent inté- 
rieurement n’ont qu’une tangente com- 
mune; elle est extérieure aux deux cercles 
et perpendiculaire à la droite qui joint 
leurs centres. 


.*>" Deux cercles intérieurs l’un à l’autre n’ont aucune tan- 
gente commune. 

PROBLÈME VIII. 

Décrire, sur une ligne droite AR, 
un segment de cercle capable d’un angle 
donné K. 

Je fais à l’extrémité B de la ligue 
droite donnée AB l’angle ABE égal à 
l’tingle donné K; j’élève ensuite la 
perpendiculaire CD au milieu de AB; 
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et je mène du point B la i)crpcndicii- 
lairc BD sur la ligne droite BE. Les 
deux lignes CD, BD se coupent au 
^ point D (7, V, c.) ; de ce point comme 

7 centre, Je décris un cercle avec le 
rayon DB, et je dis que le segment 
AMB qui ne se trouve pas du même 
côté de la ligne droite AB que l’angle ABE est le segment de- 
mandé. 

En effet, l’angle AMB inscrit dans ce segment a pour mesure 
la moitié de l’arc AB compris entre ses côtés (15, IV). Or l’an- 
gle donné ABE, dont le côté BE perpendiculaire au rayon BD 
est tangent au cercle, a aussi pour mesure la moitié du même 
arc AB (15, IV, c) ; donc l’angle .\MB égale l’angle ABE, et le 
segment AMB est capable de l’angle donné. 

PROBLÈMES. 

1 . Les diagonales d’un parallélogramme et leur angle étant 
donnés, construire ce quadrilatère. 

2. Construire un triangle dont on connaît les angles et la 
somme de deux côtés. 

3. Construire un triangle dont on connaît deux angles et le 
périmètre. 

A. Si l’on inscrit un cercle dans un angle, les deux points de 
contact divisent la circonférence en deux arcs tels que toute 
tangente au plus petit de ces arcs forme avec les côtés de l’an- 
gle un triangle de périmètre constant. 

5. Tracer une sécante commune à deux circonférences, de 
telle sorte que les cordes interceptées soient égales à des lon- 
gueurs données. 

6. Construire un triangle dans lequel on connaît deux côtés 
et l’angle opposé à l’un de ces côtés. 

7. Construire un triangle dans lequel on donne un angle, le 
côté o[)posé et la somme ou la différence des deux autres côtés. 

8. Deux circonférences concentriques étant données, tracer 
un triangle dont les angles soient donnés, et qui ait deux som- 
mets sur l’une des circonférences et le troisième sur l’autre. 

AV. 6 
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rt. Construire un triangle dans lequel on connaît l’une des 
trois hauteurs, un angle et sa bissectrice. 

10. Construire un triangle dont le périmèlre, un angle et la 
hauteur correspondante sont donnés. 

11. Construire un triangle dans lecjuel on connaît un angle, 
ainsi que la hauteur et la médiane |)arlant du sommet de cet 
angle, c’est-à-dire la droite qui joint ce sommet au milieu du 
côté opposé. (Concours de logi(jue, ISriii.) 

12. Mener par deux points donnés deux lignes droites paral- 
lèles qui forment un losange avec deux autres parallèles don- 
nées. 

13. Démontrer qu'il existe dans le plan de tout triangle un 
point d’où l’on voit les trois côtes du triangle sous le même 
angle. 

14. Une ligne droite et deux points étant donnés, trouver sur 
la droite le point d’où l’on voit la distance des deux points 
sous le plus grand angle possible. 

Remplacer, dans l’énoncé du [)roblème précédent, la ligne 
droite par une circonférence et résoudre le même problème 
avec cette nouvelle donnée. 

13. Décrire une circonférence tangente aux trois côtés d’un 
triangle. — Ce problème a quatre solutions. L’une des circonfé- 
rences est intérieure au triangle cl les trois autres sont exté- 
rieures ; aussi on donne à la première le nom de circonférenct 
inscrite et à chacune des trois autres celui de circonférence ex- 
inscrite. 

Démontrer que la distance de deux quelconques des qualrt 
points dans lesquels un côté est louché par les quatre cercles 
inscrits et ex-inscrils est égalé à l’un des deux autres côtés, oi 
à la somme de ces côtés, ou bien à leur différence. 

10. Construire un triangle dans lequel ou connaît deux des 
rayons des cercles qui touchent son périmètre, l’un de ses cô 
lés, ou la somme des deux côtés, ou bien leur dilléreuce. 

17. Le diamètre du cercle inscrit dans un triangle rectangli 
est égal à l’excès de la somme des deux côtés de l'angle droi 
sur l’hypoténuse. j 
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Pbogramhe. — Lignes proportionnelles. — Toute parallèle à l’un des côtés ‘ 
d’un triangle divise les deux autres côtés en parties proportionnelles. — 
Réciproque. — Propriétés de la bissectrice de l’angle d’un triangle. 


DÉFINITIONS. 

1° On dit qu'uneligne droite AB est divisée par le point C en 
deux parties AC, CB proporlionneUes à deux nombres donnés 
qu’on peut toujours supposer entiers, tels que et 3, lorsque le 
rapport de AC à CB égale celui de 5 à 3. 

I ‘ ' I ' I ■ I i 1 ) 1 

A c B D 

Il n’y a qu’une manière de diviser la ligne AB en deux par- 
ties AC, CB, qui soient proporlionneUes à deux nombres don- 
nés et 3. Car, pour effectuer cette division, il faut partager 
AB en 5-j-3 ou 8 parties égales, cl prendre pour AC les cinq 
premiers huitièmes à partir de l’exlrémité A, et pour CB les 
trois autres liuitièmes, c’est-à-dire le reste de AB. 

La recherche du point C revient à trouver sur la ligne droite 
AB M?i point dont les distances au point A et B soient propor- 
tionnelles aux nombres 3 et 3. Sous cet énoncé, la question est 
susceptible d’une seconde solution; car,si on divise la distance 
AB en 5 — 3 ou 2 parties égales, et qu’on prenne sur le prolon- 
gement de AB une longueur BD égale à 3 fois l’une de ces par- 
ties, la droite AD contient alors 2 -f3 ou o fois la même partie, 
et le rapport des distances DA, DB du point D aux extrémités 
A, B, de la droite AB est égal à celui des deux nombres 5 et 3 ; 
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par conséqueiil le point D satisfait aussi à l’énoncé du pro- 
blème. Il importe de remarquer que le point D se trouve à la 
droite du point A, parce que le rapport donné est plus grand 
que l’unitéj et qu’il serait à sa gauche, si le rapport était moin- 
dre que l’unité. On dit ordinairement que les deux points G et 
D divisent la droite AB en segments proportionnels, et l’on 
donne à ces points le nom de points conjugués. 


Les points A et B divisent réciproquement la droite CD en 
segments proportionnels; car de l’égalité 

CA_DA 
CB ~DB ’ 

on déduit évidemment la suivante 

AC_ BC 
ÀD“ Bü’ 

qui démontre la réciprocité énoncée. 


2“ Lors(iu’unc droite AB est divisée par un point C en par- 
ties proportionnelles à deux nombres, tels que 5 et 3, si l’on 
prend sur AB une longueur AC' égale à CB, les distances f/B, 
AC sont égales entie elles, et le point CJ divise AB en deux 
parties AC', C'B, inversement proportionnelles aux nombres 

A.C^ A.C 

.'i et 3; car leur rapport ^^T^y-est l’inverse du rapport qui 

egiile 

THÉORÈME I. 

Toute ligne droite, parallèle à l’un des 
côtés d'un triangle, divise les deux autres 
côtés en parties proportionnelles. 

Je tire la ligne droite DE parallèle au 
côté BC du triangle ABC; pour démontrer 
que cette ligne (pii rencontre les deux au- 
tres côtés AB, AC, aux points 1) et E, les divise en parties pro- 


r/-,K 
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porlionnelles, je suppose le rapport de AD à DR égal à ^{15, 

déf. 2). Les lignes droites AD, DR ont par suite une commune 
mesure AF, contenue 3 fois dans AD et 2 fois dans BD. Soient 
F, G, D et H les points qui divisent le côté AB en 3+2 ou b 
parties égales à .AF ; je mène par ces points les lignes droites 
FK, GL, DE, IIM, parallèles à BC, et je dis qu’elles divisent 
aussi le côté AC en 5 parties égales. 

En effet, de l’un des points de division de AB, par exemple 
du point G, je lire la ligne droite GO parallèle à AC. Les trian- 
gles AFK, DGO sont égaux, car leurs côtés AF, GD sont égaux 
par hypothèse, et leurs angles FAK, DGO le sont comme cor- 
respondants, ainsi que les angles AFK, GDO ; par conséquent, 
les côtés AK, GO do ces triangles sont égaux. Or le quadrila- 
tère GOEL est un parallélogramme; donc le côté GO est égal 
au côté EL qui lui est opposé, et les deux divisions AK, EL de 
la ligne droite AC sont égales. 

Je prouverais de même l’égalité de AK et de toute autre 
division du côté AC; il en résulte que la ligne droite AK est 
une commune mesure des deux lignes AE, EC, et qu’elle est 
contenue 3 fois dans AE, 2 fois dans EC. Donc le rapport de 

AE à EC égale — , ou le rapport de AD à DB. 

Corollaire I. — Le rapport du côté AB à l’une de ses parties, 
par exemple AD, est égal au rapport du côté AC à sa partie jAE 
qui correspond à AD. 

Car, d’après l’hypothèse précédente, chacun de ces rapports 
est égal ,à • 

O 

Corollaire 11. — Plusieun parallèles AD, BE, CF, etc., in- 
terceptent des parties proportionnelles sur 
deux lignes droites AC, DF, qu'elles rencon- 
trent. 

Je mène du point A la droite AH parallèle 
<à DF, et je la prolonge jusqu’à la rencontre 
des lignes BE, CF ; la ligne droite BG, paral- 
lèle au côté CH du triangle ACH, divise les deux autres côtés 
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AC, AH, en parties proportionnelles, c’est-à-dire que le rapport 
de AB à BG égale celui de AG à GH. Or, les lignes droites AG, 
DE sont égales, parce qu’elles sont opposées l’une à l’autre 
dans le parallélogramme ADEG, cl il en est de même des deux 
lignes droites GII, EF; on a donc : 

^_DE 
BC “ÈF 

et, par suite. 


AB 

DE 


BC 

ef' 




THÉOBÈME 11. 

Toute ligne droite DE, qui divise deux côtés AB, AC d’un 
triangle ABC en parties jmportionnelles, est 
y parallèle au troisième côté BG. 

® Soient D et E les points où la ligne droite 
,G DE rencontre les côtés AB, AC du triangle 
ABC ; je suppose le rapport de AD à DB égal à celui de AE à 
EC, et je dis que la ligne droite DE est parallèle au troisième 
côté BC du triangle. 

En effet, la parallèle menée par le j)oint D à ligne droite 
BC divise le côté AC en deux parties proportionnelles à AD ét 
DB ; donc celte ligne passe par le point E et coïncide avec DE, 
puisqu’il n’y a qu’une manière de diviser AC, à partir du point 
A, en deux segments proportionnels à AD et DB. 

THÉORÈME 111. 


En. 


l'' 


17 ' 

II 


La bissectrice d’un angle d’un triangle divise le côté opposé 
en deux parties proportionnelles aux côtés 
adjacents. 

Soit AD la bissectrice de l’angle BAC du 
triangle ABC; par l’extrémité B de l’un des 
deux côtés AB, AC de cet angle, je mène 
une parallèle à la droite AD, et je la pro- 
longe jusqu’au point E où elle rencontre l’autre côté AC. 

La droite AD, parallèle au côté BE du triangle BCE, divise 
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les deux autres côtés CB, CE, en parties proportionnelles, c’est- 
à-dire qu’on a (I) : 

BD 

DC ” AC ’ 

Or le triangle ABE est isocèle : en effet, l’angle AEB égale 
l’angle DAC, moitié de BAC, parce qu’ils sont correspondants 
par rapport aux parallèles AD, EB; l’angle ABE égale aussi 
l’angle DAB, moitié de BAC, parce qu’ils sont alternes-inlerncs 
par rapport aux mêmes parallèles ; donc les angles AEB, ABE 
du triangle ABE sont égaux. Par suite, les côtés AB, AE, op- 
posés à ces angles sont aussi égaux, et l’on a : 

BD_ AB 
1)C“ AC’ 

Corollaire. — La réciproque de ce théorème est évidente, 
car il n’y a qu’une manière de diviser la droite BC en deux 
parties proportionnelles aux côtés adjacents AB, AC. 

THÉORÈME IV. 

La bisxectrife d'un angle extérieur à un triangle coupe le 
côté opposé en un point dont les distances aux extrémités de ce 
côté sont proportionnelles aux côtés adjacen ts. 

Soit AD la bissectrice de l’angle BAC' extérieur au triangle 
BAC; par l’extrémité B de l’un des côtés AB, AC de cet angle 

je mène une parallèle à la droite 
AD, et je la prolonge jusqu’au 
point E où elle rencontre l’autre 
côté AC. 

La droite BE, parallèle au côté 
AD du triangle ACD, divise les 
deux autres côtés CA, CD en parties jiroportionnellcs, c’est-à- 
dire qu’on a (I) : 

PC _ AC 
DB “ AE ■ 

Or le triangle ABE est isocèle : en effet, l’angle ABE égale l’an- 
gle DAB, moitié de BAC', parce qu’ils sont alterncs-inlernes 
par rapport aux parallèles AD, BE; l’angle AEB égale aussi 
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l’angle DAC', moitié de BAC', parce qu’ils sont correspondants 
par rapport aux mêmes parallèles ; donc les angles ABE, AEB 
du triangle ABE sont égaux. Par suite, les côtés AE, AB, op- 
posés à ces angles sont aussi égaux, et l’on a 
PC _ AC 
PB ~ AB ■ 

' Corollaire.— La réciproque de ce théorème est évidente. 

PC 

En effet, le rajiport qui est plus grand que l’unité croît 

ou décroît lorsque le point P se rapproche ou s’éloigne du 
point B; par conséquent, il n’existe sur le prolongement du 
côté CB qu’un point P dont les distances aux points C et B 
soient proportionnelles aux côtés adjacents AC, AB. 

Remarque sur les deux théorèmes précédents. 

La bissectrice d'un angle d'un triangle et celle de l'angle ex- 
térieur, adjacent, divisent le côté opposé en segments propor- 
tionnels. 

THÉORÈME V. 

Si une ligne droite AB est divisée en segments proportionnels 
par deux points P, E, la moitié de 
A iT"î) B E droite est moyenne proportion- 

nelle entre les distances de son mi- 
ficuM aux deux points conjugués P, E; et réciproquement. 

On a par hypothèse : 

AE _ BE . 

Aü “ BP ’ 

il en résulte, d’après une propriété connue de deux rapports 
égaux, que 

AE+BE _ AE— BE 
ÀO+BP ~ ÀP— BP‘ 

Or la somme AE-}-BE est égale au double de ME, puisque le 
point M est le milieu de AB; on a pareillement AP+BP égale 
à 2 MB, AE— BE égale à 2 MB et AP —BP égale à 2 ME; par con- 
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séquent, si l’on divise par 2 les deux ternies de chaque rap- 
port de l’égalité précédente, on obtient la nouvelle égalité 
ME _ MB 
MB “■ MD 

qui démontre le théorème énoncé. 

Réci[)roqucmcnt : Si la moitié d’une droite AB est moyenne 
proportionnelle entre les distances du milieu M de celle liyne à 
deux points D, E pris sur sa direction, du même côté du point 
M, les points D, E divisent la droite AB en segments propor- 
tionnels. 

Car, en appliquant à l’égalité donnée par l’hypothèse 
ME _MB* 

11'“ MD 

la proi)ricté de deux rapports égaux, précédemmentemployée, 
on trouve : 

AE _ BE • 

AD “ BD ’ 

Par conséquent, les points D et E divisent AB en segments pro- 
portionnels. 

PROBLÈMES. 

1. La ligne droite qui joint les milieux de deux côtés d’un 
triangle est parallèle au troisième côté et égale à la moitié de 
ce côté. 

2. Les lignes droites qui joignent les milieux des côtés con- 
sécutifs d’un quadrilatère forment un parallélogramme. — 
Dans quels cas ce parallélogramme est-il un rectangle, un 
losange ou un carré? 

3. Calculer à 0"',00t chacun des segments que les bissec- 
trices des angles d’un triangle déterminent sur ses côtés, égaux 
respcclivement à 12", IS™ et 18™. 
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PnoGRAMHE : Polygones semblables. — Eu coupant un triangle par une pa- 
rallèle à l’un de ses côtés, on détermine un triangle partiel semblable au 
premier. — Conditions de similitude des triangles. — Décomposition des 
polygones semblables en triangles semblables. — Rapport des périmètres. 


lŒFINITlOrsS. 

Deux polygones c|ni ont le même nombre de côtés sont sem- 
blables, si leurs angles sont égaux chacun à chacun et si les 
côtés adjacentsaux angles égaux sont proportionnels etdisposés 
dans le même ordre. 

On dit que deux points, deux lignes ou deux angles sont 
homologues lorsqu’ils se corresitondenl dans deux figures sein- 
blahles. Ainsi, lessommelsdedeux angles égaux sont des points 
homologues; les diagonales déterminées par des sommets lio- 
inologtics sont pareillement des lignes homologues. 

On appelle rapport de similHude de deux polygones le rap- 
port constant de. deux côtés homologues. Lorsque ce rafiport 
est égal à l’unité, les deux polygones sont égaux; car on peut 
les faire coïncider par la superposition, puisqu’ils ont lotîtes 
leurs parties (côtés et angles) égales chacune à chacune et dis- 
posées dans le même ordre. 

THÉORÈME 1. 

En coupant un triangle par une parallèle à run de ses côtés, 
on détermine un second triangle, semblable au premier. 

Soit la ligne droite DE parallèle au côté BC du triangle ABC, 
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je dis que le triangle ADE est semblable au triangle ABC. 

En effet, ces triangles ont l’angle A com- 
mun; leurs angles ABC, ADE sont égaux 
/ \ comme correspondants par rapport aux pa- 
/ \ rallèles BC, DE,et il en est demênie des deux 

/ ,M angles ACB, AED. De plus, la ligne droite DE 

^ f c étant parallèle à EC, le rapport de AD à AB 

égale celui de AE à AC (20, c). Pour démon- 
trer que ce dernier rapport égale celui de DE à BC, je mène du 
point E la ligne droite EF parallèle au côté AB; cette ligne 
divise les deux autres côtés AC, BC en segments proportion- 
nels, et le rapport de AE à AC égale le rapport de BF à BC, ou 
celui de DE à BC, puisque les lignes BF et DE sont égales 
comme côtés opposés du parallélogramme BDEF. Les triangles 
ADE, ABC ont donc leurs angles égaux chacun à cbacuu et 
leurs côtés homologues proportionnels, c’est-à-dire qu’ils sont 
semblables. 

THÉORÈME 11. 

Deux lrian(jles (lui oui leu angles égaux chacun à chacun 

Soient ABC, abc, deux 
triangles tels que les angles 
a, b, c, de l’un égalent res- 
pectivement les angles A, 
B, C, de l’autre; je disque 
ces triangles sont sembla- 
bles. 

En effet, je prends sur 
AB une longueur AD égale 
à ab, et je mène par le point D la droite DE parallèle à BC. Les 
triangles ADE, ABC sont semblables (I), et leurs angles homo- 
logues ADE, ABC sont égaux. Mais l’angle ABC est égal par 
liy|»otlièse à l’angle abc; donc l’angle .ADE est aussi égal à 
l’angle abc. Les triangles ADE, abc, ont dès lors un côté égal 
adjacent à deux angles égaux chacun à chacun et sont égaux; 
il en résulte que le triangle abc est semblable au triangle ABC. 
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Corollaire. — Deux triangles sont semblables slls ont deiur 
angles égaux rbarun à chacun. 

Car les troisièmes angles de ces triangles sont égaux (9, 
III, c). 

THÉORÈME 111. 

Deux triangles qui ont un angle égal compris entre deuæ 
côtés proportionnels sont semblables. 

Soient ABC, abc, deux triaii- 
« gles qui ont les angles A et a 
/\ égaux, et dont les côtés AR, 

\ AC sont proportionnels aux 
\ côtés ab, ac; je dis que ces 

i; Iriangles sont semblables. 

En effet, je prends sur AB 
une longueur AD égale à ab, 
et je mène par le point D la droite DE parallèle à BC. Les trian- 
gles ADE, ABC sont semblables (I), et leurs côtés homologues 
sont proportionnels. Or les côtés a6, ac, du triangle aôc sont 
proportionnels par hypothèse aux côtés AB, AC du triangle 
ABC; donc ils sont au.ssi proportionnels aux côtés AD, AE du 
triangle ADE, c’est-à-dire qu’on a : 
ab ac 

'ÂD~~ÂÊ' 

Mais AD est égal à ab; par conséipienl AE est égal à ac, et les 
triangles ADE, abc sont égaux, puisqu’ils ont un angle égal 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. Dès lors le 
triangle abc est semblable au triangle ABC. 

THÉORÈME IV. 

Deux Iriangles qui ont leurs côtés homologues proportion- 
nels sont semblables. 

Soient ABC, abc, deux triangles qui ont les côtés AB, AC, BC, 
proportionnels resiiectivcment aux côtés ab, ac, bc; je dis que 
ces triangles sont semblables. 

Je prends sur AB une longueur AD égale à ab, cUje mène 
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par le point D la droite DE parallèle à BG. Les triangles ADE, 
ABC sont semblables (1), et leurs côtés homologues sont pro- 
porlionnels. Or les côlés du triangle abc sont proportionnels 
par hypothèse aux côtés du triangle ABC; donc ils le sont aussi 
à ceux du triangle ADE, c’est-à-dire qu’on a : 

ab ac be 

ÂD “■ ÂË ~ DÉ ’ 

Mais AD est égal à ab; par conséquent AE est égal à ac, et DE 
égal à bc. Les triangles ADE, abc, qui ont dès lors les trois 
côtés égaux chacun à chacun, sont égaux, et le triangle abc est 
semblable au triangle ABC. 

CoROLLAinE. — Les trois cas de similitude de deux triangles, 
démontrés dans les trois théorèmes qui précèdent, correspon- 
dent aux trois cas d'égalité énoncés dans la troisième leçon. 


THÉORÈME V. 

Deux triangles ABC, A'B'C' qui ont leurs côtés parallèles ou 
perpendiculaires chacun à chacun sont semblables. 

Les angles A et A', ayant leurs côtés parallèles ou perpendi- 
culaires chacun à chacun, sont égaux ou suftplémcntaires (9, 1 
et 11) ; il en est de même des angles B, B' et des angles C, CG Par 
conséquent, on ne peut faire sur ces angles que les quatre 
hypothèses suivantes : 

P> A-fA'=2 dr., B-f-B'=2 dr., C-|-C'=2 dr.; 

2“ A4-A'=2 dr., B-fIV=2 dr., C=C'; 

3“ A-f A'=2 dr., B=B', C=:C ; 

4- Az=A', B=B', C=C'. 

Aucune des deux premières n’est admissible, puisque la 
somme des six angles des deux triangles ABC, A'B'C', égale 
quatre angles droits (9, 111). Quant à la troisième hypothèse, 
elle comprend implicitement que les angles A et A' sont 
droits; car les triangles ABC, A'B’C', ayant deux angles égaux, 
le troisième angle de l’un est égal au troisième angle de l’autre 
(9, 111, c); celte hypothèse n’est donc qu’un cas particulier de 
la quatrième, qui seule est vraie. Par conséquent les triangles 
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ABC, A'D'C' onl les angles égaux chacun à chacun, et sont scm- 
blal)lcs (II). 

Remarque. — Les côtés homologues des triangles semblables 
ABC, A'B'C', sont parallèles dans le premier cas, et perpendi- 
culaires dans le second. 

» 

THÉ0R£ME VI. 


Lex lûjncs droites issues d'un même point intereeptent des par- 
ties proportionnelles sur deux lignes droites parallèles, et réci- 
proquement. 

Soient AU et EH deux lignes droites pa- 
rallèles; je lire d’un pointquelconque O les 
sécantes OA, OB, OC, OU, et je dis qu’elles 
interceptent des parties proportionnelles 
sur AD et EH. 

En effet, la ligne droite EF étant pa- 
rallèle au coté AB du triangle OAB, les triangles OEF, OAB 
sont semblables (1), et le rapport de EF à AB égale celui de OF 
à OB. Pareillement, les triangles OFG, OBC sont semblables, 
et le rapport de FG à BC égale aussi le rapport de OF à OB. On 



a dès lors 


AB ~ BC ’ 


je prouverais de même que 

re _GH 
BC~ CD' 

Les lignes droites issues du pointO divisent donc les parallèles 
EH, AD en parties proportionnelles. 

Réciproquement : Si les lignes droites AE, BF, CG, DH, di- 
visent les parallèles AD, EH en parties proportionnelles, elles 
concourent au même point. 

Soit O le point d'intersection de deux de ces droites, par 
exemple de BF et DH; je tire la droite OG, et je dis que celte 
ligne prolongée passe parle point C. 

Les trois droites OF, OG, OH, issues du point O divisent, 
d’après le théorème précédent, les parallèles FH, BD, en parties 
proportionnelles. La droite OG prolongée passe donc par le 
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point G, qui divise par hypothèse la droite BD dans le rapport 
de FG à GH; car il iTy a qiEunc manière de diviser BD en deux 
sef^ments proportionnels à FG et GH, à partir de son extré- 
mité B. 

Je démontrerais de même que le prolongement de la droite 
AE passe aussi par le i>oint O. 

Remarque. Le point 0 peut être situé entre les deux parallè- 
les AD, EH. 


THÉORÈME VIL 


Deux polijgoues semblables peuvent être déromposés en un 
même nombre de triangles semblables chacun à chacun et sem- 
blablement placés. 

Soient les polygones semblables ABCDE, 
A'B'C'D'E'; de leurs sommets homologues 

A, A', je lire les diagonales homologues AC, 
A'C', AD, A'D'. Ces lignes décomposent les 
polygones en un meme nombre de triangles 
semblablement placés ; je dis que ces trian- 
gles sont semblables deux à deux. 

1" Les triangles .\BC, A^B'CÇ ont les angles 

B, B', égaux par byi)olbèse et compris entre 
côtés proportionnels, car il résulte de la si- 
militude des deux polygones que le ra|>port 

de AB à A'B' égale celui de BC à B'C' ; ces triangles sont donc 
semblables (111). 

2“ Les triangles ACD, A'C'D', sont aussi semblables, parce 
qu’ils ont un angle égal compris entre côtés proi)ortionnels. 
En etl'et, Tanglc ACD est la ditlérence des deux angles BCD, 
BCA; or Tangle BCD égale B'C'iy par hypothèse, et TangleBCA 
égale B'C'A' parce qu’ils sont homologues dans les triangles 
semblables ABC, A’B'G' ; donc Tangle ACD égale la différence 
des angles B'G'D', B'C'A', c’est-à dire Tangle A'G'D'. 

Do plus, le rapport de AC a .\'C' égale celui de BG à B'G', à 
cause de la similitude des triangles ABC, A'B'C', et le rapport 
de BC à B'C' égale par hy[)othèse celui de CD à C’D' ; donc les 
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côtés AC, A’C 'sont proportionnels aux côtés CD, C'D'. Par sui te, 
les trianj^les ACD, A'C'D' sont semblables. 

3" Je démontrerais de même la similitude des autres trian- 
gles. Par conséquent, les polygones ABCDE, A'B'C'D'E', sont 
décomposés en un même nombre de triangles semblables cha - 
Clin à chacun et semblablement placés. 

Corollaire. — Les diagonales homologues de deux polygones 
semblables soûl proportionnelles aux côtés homologues. 

THÉORÈME VIII. 


Réciproquement : Deux polygones, composés d’un même 
nombre de triatigles semblables et semblablement placés, sont 
semblables. 

Soient les polygones ABCDE, A’B'C'D'E', 
que je suppose composés d'un même nombre 
de triangles semblables et semblablement 
placés; je dis qu’ils sont semblables. 

Car 1° le rapport de similitude des deux 

AC 

triangles ABC, A'B'C' est égal à — ; il est 

donc le même que celui des triangles ACD, 
A'C'D', qui ont aussi pour côtés homologues 
les diagonales AC, A'C'. Le rapport de simi- 
litude des triangles ACD, A'C'D', et celui des 
triangles ADE, A'D'E' sont aussi égaux, car chacun d’eux est 
AD 

égal à -777^; par suite, les polygones ABCDE, A'B'C'D'E' ont 

A' U 



leurs côtés homologues proportionnels. 

2° Leurs angles sont égaux chacun à chacun, soit comme 
angles homologues de deux triangles semblables, soit parce 
qu’ils sont composés d’angles égaux : ainsi les angles B et B' 
sont égaux comme angles homologues des triangles sembla- 
bles ABC et A'B'C'; l'angle BCD est égal à la somme des angles 
BCA, ACD, qui sont res|)ectivement égaux aux angles B'C'.V, 
A'C'iy. Or l’angle B'C'D' est aussi la somme des angles B'C'.V, 
A'C'D'; donc il égale l'angle BCD. 

De là je conclus que les deux polygones ABCDE, A'B'C'D'E' 
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sont semblables^ puisqu’ils ont les angles égaux chacun à cha- 
cun et les côtés homologues proportionnels. 


THÉORÈME IX. 


Les périmètres de deux polygones semblables ABCDE, 
A’B^C'D'E^, sont proportionnels aux côtés homologues. 

Les polygones étant semblables, leurs côtés homologues 



sont proportionnels, c’est-à-dire que les 
. AB BC CD 

rapports—. —, —, etc., sont égaux; 

Il résulte aussi d’un théorème d’arithmé- 
tique relatif à une suite de rapports égaux 
qu’on a: 

A B-t-BC -HCD +etc. AB 
A'B'-l-B'C'-fC'D'-fetc. 

Or, le numérateur AB-j-BC-l-CD + etc. , est 
la somme des côtés du polygone ABCDE, et 


le dénominateur A'B'-fB'C'-f C'D'-f- etc., la somme des côtés 


de l’autre polygone A'B'C'iyE'; donc les périmètres do ces po- 


lygones sont proportionnels à deux côtés homologues AB, A'B'. 


THÉORÈME X. 


Le lieu géométrique des points dont les distances à deux 
points donnés A et B sont proportionnelles à deux longueurs 
données M et N est une circonférence. 



Soient D et D’ les deux points 
conjugués qui divisent la droite 
AB en segments proportionnels 
aux longueurs données M et N 
(20, défin.) ; chacun de ces points 
fait partiedu lieu, puisque ses dis- 
tances aux deux extrémités de 


AB sont dans le rapport de M à N. Cela posé, je considère un 
point quelconque C du lieu cherché, et je le joins par des li- 
gnes droites aux quatre points A, B, D, IV. Les distances C.\, 
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CB du point G aux deux points A, B sont proportionnelles 

Ml r par hypothèse aux lignes M et N, ou 

segments DA, DB de la 
droite AB; par conséquent, ladroilc 
— U \ CD, qui partage le côté AB du trian- 

* B O P gjg gjj segments pro- 

^ portionnels aux deux autres côtés 
CA, CB, divise t’angte ACB en deux parties égales (20, 3, c). 
Comme les distances D'A, D'B sont aussi proportionneltes aux 
côtés CA, CB, la droite CIV divise pareillement en deux parties 
égales l’anglcextérieurBCA', adjacent à l’angle ACB (20, IV, c). 
Or, l’angle DCIV est droit, puisqu’il est égal à la moitié de la 
somme des deux angles adjacents ACB, BGA', formés sur la 
droite AA' (2, 1); donc le pointe est l’im des points de la circon- 
férence décrite sur la droite OB' comme diamètre (15, IV, c). 

Réciproquement, je disque tout point de cette circonférence 
fait partie du lieu demandé. 

En effet, les deux points A, B divisant par hypothèse en seg- 
ments proportionnels le diamètre DIT (20, défm.), dont le 
point 0 est le milieu, on a (20, V) : 

^ _ OD ^ _OC. 

0D~0B’ OC “OB’ 

cette égalité prouve que les deux triangles OAC, OBC ont 
l’angle commun O, compris entre côtés proportionnels, c’est- 
à-dire qu’ils sont semblables (111), on a par suite : 

CA_OA 
CB“OC ■ 

Mais le rapport de OA à OC est constant, donc il en est de 
même du rapport des distances CA, CB d’un point quelcom|ue 
C de la circonférence DD' aux deux points A, B; et le point 
C fait partie du lieu demandé, qui n’est autre que la circon- 
férence DD'. 


rnOBLÈMES. I 

1 . Étant donné un triangle quelconque ABC, on diminue le 
côté AC d’une quantité arbitraire AA', et on augmente le côté 
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BC d’une quantité égale BB'. Démontrer que la nouvelle base 
A'B' est coupée par l’ancienne AB dans le rapport inverse des 
côtés primitifs AC, BC. (Concours de l’année 1854, classe de 
troisième.) 

2. Étant donnés dans un même plan deux polygones sem- 
blables, démontrer qu’il existe dans ce plan un point tel que 
les lignes droites, menées de ce point à deux sommets homo- 
logues quelconques, font entre elles un angle constant; et en- 
suite, construire ce point. (Concours de 1853, classe de logique 
scienlinque.) 

3. Inscrire un carré dans un demi-cercle, ou dans un 
triangle. 

4. Inscrire dans un cercle un triangle isocèle dont la somme 
ou la différence de la base et de la hauteur soit égale à une lon- 
gueur donnée. 

6. Les lignes droites, menées des sommets d’un triangle aux 
milieux des côtés opposés, concourent en un même point qui 
divise chacune de ces lignes dans le rapport de 2 à 1, à partir 
de chaque sommet. 

6. Si trois lignes droites passent par un même point, le rap- 
port des distances d’un point quelconque de l’une aux deux 
autres est constant. 

Déduire de ce théorème le lieu géométrique du point dont les 
distances à deux lignes droites données sont proportionnelles 
à des longueurs aussi données. 

7. On fait glisser sur deux lignes droites rectangulaires les 
extrémités de l’hypoténuse d’une équerre; quelle est la ligne 
décrite par le sommet de l’angle droit? 

8. Trouver le lieu géométrique des points d’où l’on voit deux 
cercles donnés sous des angles égaux. 

9. Si, d’un point donné, on mène des lignes droites aux 
différents points d’une circonférence, et qu'on divise chacune 
de ces droites dans le rapport de deux lignes données m et n, 
quel sera le lieu géométrique des points de division ? 

10. Si pour construire le quadrilatère ABCD on ne donne que 
les trois côtés AB, BC, CD, et la diagonale AC, le quadrilatère 
est indéterminé. t“ Quel est le lieu du quatrième sommet D? 
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2“ Quel est le lieu du milieu de la diagonale BD? 3° Quel 
est le lieu du milieu delà ligne droite qui joint les milieux des 
diagonales? 

11. Constniire, sur deux lignes droites dont la position et la 
grandeur sontdonnécs, deux triangles semblables qui aient un 
sommet homologue commun. 

12. Circonscrire à un triangle le plus grand triangle possible 
qui soit semblable à un autre triangle donné. 

13. Dans deux cercles, 1° les droites qui joignent les extré- 
mités des rayons parallèles et de même sens passent par un 
même point qu’on appelle centre de simililude directe des deux 
cercles; 2° les droites qui joignent les extrémités des rayons 
parallèles et dirigés en sens contraire passent aussi par le 
même point qu’on nomme centre de similitude inverse. 

14. Tracer les tangentes communes à deux cercles par la 
considération de leurs centres de similitude directe et inverse. 

Ib. Quel est le lieu des points d’un plan également éclairés 
par deux points lumineux situés dans ce plan, si les intensités 
de leurs lumières à l'unité de distance sont proportionnelles à 
deux nombres donnés? (On démontre en physique que l’inten- 
sité de la lumière qui provient d'un point éclairant varie en 
raison inverse du carré de la distance.) 
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Programme : Relations entre la perpendiculaire abaissée du sommet de 
l’angle droit d'un triangle rectangle sur l'hypoténuse, les segments de 
l’hypoténuse, l’hypoténuse elle-même et les côtés de l’angle droit. 

Relation entre le carré du nombre qui exprime la longueur du côté d’un 
triangle opposé à un angle droit, aigu ou obtus, et les carrés des nombres 
qui expriment les longueurs des deux autres côtés. 

Si, d’un point pris dans le plan d’un cercle, on mène des sécantes, le pro- 
duit des distances de ce point aux deux points d’intersection de chaque 
sécante avec la circonférence est constant, quelle que soit la direction 
de la sécante. — Cas o(i elle devient tangente. 


DÉFINITIONS. 


y 


1. On appelle projection d’un point A sur une ligne droite 
indéfinie xy le pied a de la perpen- 
diculaire menée du point A sur cette 
ligne. 

Si des extrémités A et B d’une li- 
gne droite AB on abaisse des perpen- 
diculaires sur une ligne droite indéfinie xy, la distance ah des 
projections de A et B est la projection de la ligne AB sur xy. 

2. Pour simplifier les énoncés des théorèmes suivants. J'ap- 
pellerai produit de deux lignes le produit des nombres qui 
expriment les grandeurs de ces lignes, mesurées avec la même 
unité ; carré d’une ligne, la seconde puissance du nombre qui 
représente la mesure de cette ligne. 

3. Lorsque quatre nombres A, B, G et D sont tels que le 

A G 

rapport g du premier au second égale le rapport g du troi- 
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sième an qualrième, on dit que le dernier D de ces nombres 
est une quatrième proportionnelle aux trois autres A, B, G. 

Si les deux nombres moyens B et G sont égaux, l'égalité 


devient 


A_C 
B~D 
A B 

b“d’ 


et le quatrième terme I) prend le nom de troisième propor- 
tionnelle aux deux nombres A, B; dans ce cas, le nombre 
moyen B est la moyenne proportionnelle entre les nombres A 
et D. Il résulte de l’égalité précédente qu’on a 
B‘=AXD; 

la moyenne proportionnelle B entre les nombres A et D égale 
dès lors la racine carrée du produit de ces nombres. 


THÉORÈME I. 

Si du sommet A de l'angle droit d'un triangle rectangle ABC, 
on abaisse la perpendiculaire AD sur l’hypo- 
ténuse BC, l‘> chaque côté de l'angle droit est 
moyenne proportionnelle entre l'hypoténuse 
et le segment adjacent à ce côté; 

2<* Im perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entre 
les deux segments BD, DG de l'hypoténuse. 

1" Le triangle ABD est semblable au triangle ABC, parce 
qu’ils ont les angles égaux cliacun à chacun (21, 11). En effet, 
Tun et l’autre sont rectangles, ils ont l’angle B commun, et, par 
suite, le troisième angle BAD du triangle ABD égale le troi- 
sième angle ÂGB du triangle ABC. En comparant les côtés 
homologues de ces triangles semblables, on trouve : 

AB“BD ’ 

le côté AB de l’angle droit est donc moyenne proportionnelle 
entre l’hypoténuse BC et le segment BD qui lui est adjacent. 

Les triangles ADC, ABC sont aussi semblables, parce qu’ils 
ont les angles égaux chacun à chacun; la comparaison de 
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leurs côtés homologues prouve que le côté AC est moyenne 
proportionnelle entre BG et Cl). 

2“ Les triangles AB1>, ACD qui sont semblables au triangle 
ABC, ont leurs angles homologues égaux, et sont semblables. 
On a dès lors : 

BD AD 
AD — CD ’ 

c’est-à-dire que la perpendiculaire AD est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segments BD, CD de l’hypoténuse. 

CoROLLAiitK. — Si Ton décrit une circon- 
férence sur l’hypoténuse BC du triangle 
rectangle ABC, comme diamètre, celte 
courbe passe par le sommet A de l’angle 
droit BAC IV, c) ; par suite, le théwème 
précédent peut cire énoncé de la manière suivante : 

1° Toute corde AB est nwijennc proporlioiinelle entre le dia- 
mètre BC qui passe par l'une de ses extrémités et sa projection 
BD sur ce diamètre; 

2“ La perpendiculaire AD, abaissée d'un point quelconque A 
d'une circonférence sur tm diamètre BC, est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux seqmentsBï), Cl) du diamètre. 



THÉOBEME II. 


^ 

k 



Le carré de l'hypoténuse BC d'un triangle rectangle ABC est 
égal et la somme des carrés des deux autres 
côtés AB, AC. 

Soit AD la perpendiculaire abaissée du 
sommet A de l’angle droit sur l’hypoténuse; 
comme chaque côté do cet angle est moyenne proportionnelle 
entre l’hypoténuse et le segment qui lui est adjacent (1), on a 
les égalités: 

AB*=BCxBD, 
et AC^=BCXDC; 

en les ajoutant membre à membre, on trouve : 

AB2 AC*=BC X (BD -f DC), 
ou 

AB’-t-AC'=B(?. 
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Le carré de l’hypoténuse du triangle rectangle égale donc la 
somme des carrés des deux autres côtés. 

Remarque.— Ce théorème sert à calculer l’un des côtés d’un 
triangle rectangle dont les deux autres sont donnés. 

1“ Soient AB égal à 4“ et AC égal à 3“, on a : 

BC’=16+9=23, 
et, par conséquent, BC = 5". 

2° Si BG est égal à 1 3“ et AC égal à 5", on a : 

169=AB'+23. 

11 en résulte que 

AB’=1C9-23=144; 

on a par suite, 

AB=12“'. 

Corollaire I. — Les carrés des deux côtés de l’angle droit d’un 
* triangle rectangle sont proportionnels auxpro- 
\ jections de ces côtés sur l'hypoténuse. 

\ En effet, si du sommet A de l’angle droit 
îT T du triangle rectangle ABC, j’abaisse la per- 

pendiculaire AD sur l’hypoténuse, j’ai (1) : 

AB*=BCxBD, 

AC’=BCxCD, 

et, par suite, 

AB* _ BD 
AC* ~ CD’ 

Corollaire 11. — Les carrés d’un côté de l’angle droit et de 
l'hypoténuse d’un triangle rectangle sont proportionnels à la 
projection du côté de l’angle droit sur l’hypoténuse et à l’hy- 
poténuse. 

Car, en divisant par BC* les deux membres de l’égalité 
AB*=:BCxBD, 

trouve 

AB* _ BD 
BC*~ BC‘ 


Digitized by Google 



FIGURES PLANES.— XXIll* ET XXIV’. LE<X»N. 105 

Corollaire III . — Le rapport de la diagonale 
AC d'un carré ABCD au côté AB de ce carré est 
égal à /s. 

En effet, le triangle ABC étant rectangle et iso- 
cèle, on a : 

AC*=AB*+BC‘=2 AB*, 

AC - 
et Ton en déduit que-^- = \/2. 

• On démontre, dans l’arithmétique, qu’il n’existe aucun 
nombre entier ou fractionnaire dont la seconde puissance soit 
égale à 2; il en résulte que la diagonale et le côté du carré sont 
deux lignes incommensurables entre elles. 

THÉORÈME III. 

Dans tout triangle, le carré d’un côté opposé à un angle aigu 
est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, diminuée 
de deux fois le produit d’un de ces côtés par la projection de 
l’autre sur le premier. 

Pour démontrer ce théorème et le suivant, je regarderai 
comme connues ces propositions d’arithmétique : 1° Le carré 
de la somme de deux nombres est égal à la somme des carrés de 
ces nombres et du double de leur produit; 

2" Le carré de la différence de deux nombres est égal à l’excès 
de la somme de leurs carrés sur le double de leur produit. 

Soit ABC un triangle dans lequel 
le côté AB est opposé à l’angle aigu 
C. De l’extrémité B de ce côté j’a- 
baisse la perpendiculaire BD sur le 
' côté opposé AC; cette ligne se 
trouve à l’intérieur ou à l’extérieur du triangle, selon que l’an- 
gle BAC est aigu ou obtus. Dans les deux cas, le triangle ABD 
est rectangle et donne (II) : 

AB*=BD*+AD*. 

Si l’angle BAC est aigu, la ligne droite AD égale la différence 
AC — DC du côté AC et de la projection DC de l’autre côté BC 
sur AC; au contraire, si l’angle BAC est obtus, la ligne AD 
égale DC — AC, puisque la projection de BC est plus grande que 
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AC. Mais, dans l’uno et l’autre hypothèse, le carré de AD égale 
AC‘+DG’ — 2ACxDC. On a donc : 

AB’=DD^+AC*+DC-— 2 ACxDC, 
quelle que soit la grandeur de l’angle BAC. En remarquant que 
le triangle BCD est rectangle, et remplaçant BD’+DC* par 
BC' dans la valeur précédente de AB*, on trouve enfin 
AB’=BC’+AC‘— 2 ACxDC. 


THÉORÈME IV. 



Dans tout triangle, le carré d’un côté opposé n un angle obtus 
est égal à la somme des carrés des deux autres 
côtés, augmentée, de deux fois le produit d'un 
de ces côtés par la projection de l’autre sur 
le premier. 

Soit ABC un triangle dans lequel le côté 
AB est opposé à l’angle obtus ACB; de l’extrémité B de ce côté 
j’abaisse la perpendiculaire BD sur le côté opposé AC, et, 
comme le triangle ABD est rectangle, j’en conclus que (11) 
AB*=Bü*-f AD*. 

Mais la ligne droite AD égale la somme AC+CD du côté AC 
et de la projection CD de l’autre côté BC sur AC, puisque la 
perpendiculaire BD se trouve hors du triangle ABC. Le carré 
de AD égale donc 

AC’H-CD*+2ACXCD; 


j’ai, par conséquent, 

AB*=BD*+AC’+CD*+2 ACxCD. 

En remarquant que le triangle BCD est rectangle, et rempla- . 
çant BD’+CD’ par BC* dans la valeur précédente de AB*, je 
trouve enfin 

AB*=BC’+AC*+2 ACxCD. 

Corollaire.— U résulte des trois théorèmes précédents qu’uN 
angle d’un triangle ne peut être aigu, droit ou obtus, sans que 
le carré du côté opposé ne soit moindre epte la somme des carrés 
des deux autres côtés, égal à celle somme, ou plus grand. 

Lorsque les mesures des trois côtés d’un triangle sont don- 
nées, les théorèmes qui précèdent servent à calculer la pro- 
jection d’un côté sur l’un des deux autres et, par suite, la 
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perpendiculaire menée d’un sommet sur le côté opposé. Par 
exemple, soit proposé de calculer la liauleur BD du triangle 
ABC, dans lecpic;! on a AB=1‘“, BC=3“ et AG=2“. On re- 
marque d’abord que l’angle ACB opposé» AB est obtus, parce 
que le carré de AB, ou 10, est plus grand que la somme des 
carrés de BC et AC, ou 9-)-4. On a donc l’égalité 
AB*=BC*-|-AC’+2 ACxCD, 

c’est-.à-dirc 

lG=9-l-4-l-4xCD; 


on en conclut : 


CD=l^-ji^=0'”,75. 

4 

Cela posé, le triangle rectangle BCD donne (II) 
BD^=BC'— CD‘, 

c’est-à-dire BD*=9— 0,5025=8,4375. 

Par conséquent, on a 

BD= = 2"’ ,905 

à moins d’un demi-millimètre. 


THÉORÈME V. 

La somme des carrés de deux côtés d’un 
triangle est égale à deux fois ta somme des 
carrés de la moitié, du troisième côté et de la 
ligne droite qui joint le milieu de ce côté au 
sommet opposé. 

Soit M le milieu du côté AB du triangle ABC; la ligne droite 
CM partage ce triangle en deux autres ACM, BCM dont les an- 
gles adjacents AMC, BMC sont supplémentaires. Du sommet C, 
O|)posé au côté AB, J’abaisse la perpendiculaire CD sur cette 
droite, et je fais remarquer que le côté AC du triangle ACM est 
opposé à l’angle obtus AMC; par conséquent, j’ai l’égalité (IV) 
AC*=AM* + CM»-[-2 AMxMD. 

Le côté BC du triangle BC.V1 étant opposé à l’angle aigu BMC, 
j’ai aussi l’égalité (III) 

BC«=BM*-f CM’-2 BMxMD. 

J’gjoute ces égalités membre à membre; comme la droite BM 
est égale à AM, je trouve, toute réduction faite. 
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AC*4-BC*=2 AM‘+2 CM* ; 
ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — Ce théorème sert à calculer la ligue droite qui 
joint le sommet d’ui» triangle au milieu du côté opposé, lors- 
qu’on connaît les mesures des trois côtés. On donne ordinai- 
rement à cette ligne droite le nom de médiane du triangle. 


THÉORÈME VI. 


Si d’un point A, pris dans le plan d’un cercle, on mène des 
sécantes, le produit des distances de ce point aux deux intersec- 
tions de chaque sécante avec la circonférence est constant. 

Le point donné A peut être à l’intérieur ou 
à l’extérieur du cercle. Je le suppose d’abord 
g à l’intérieur, et je mène de ce point deux li- 
gnes droites quelconques AB, AD, qui cou- 
pent la circonférence, l’uue aux points D et 
E, l’autre aux points B elC; je tire ensuite les cordes BE, CI). 
Les triangles ABE, .\CD, sont semblables (21, II); caé leurs an- 
gles BAE, DAC sont opposés au sommet, et leurs angles 
ABE, ADC, sont inscrits dans le même segment de cercle 
CDBE (15, IV). La comparaison des côtés homologues de ces 
triangles semblables conduit à l’égalité suivante : 



AD — AC ’ 

il en résulte que 

ABxAC=ADxAE, 

c’est-àdire que le produit des distances du point A aux deux 
points B et C où la ligne droite AB coupe la circonférence est 
égal an produit des distances du même point A 
aux deux points d’intersection D,E, de la même 
circonférence et de toute autre sécante AD. 

Soit, en second lieu, le point A situé hors du 
cercle; je mène les sécantes AC, AE, qui ren- 
contrent la circonférence, l’une aux points D 
et E, l’autre aux points B et C; je tire ensuite 
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les cordes BE et CD. Les triangles ABE, ACD, sont semblables; 
car ils ont l’angle A commun, et leurs angles AEB, ACD sont 
égaux comme inscrits dans le même segment de cercle BCED 
(15, IV). En comparant les côtés homologues de ces triangles, 
j’ai l’égalité 

AD ~ AC ’ 

j’en conclus la suivante : 

ABxAC=ADxAE, 
qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque . — Les segments AB, AC de la sécante AC sont in- 
versement proportionnels aux segments AD, AE, de l’autre sé- 
cante AE. 


THÉORÈME VIL 


A 



d’un point A situé hors d'un cercle on mène une tangente 
AB à ce cercle et une sécante quelconque AE, la tangente est 
moyenne proportionnelle entre la sécante et sa partie extérieure 
AD. 

Ce théorème est une conséquence évi- 
dente du théorème précédent, car la tan- 
gente AB peut être considérée comme une 
sécante dont les deux points d'intersection 
avec la circonférence coïncident. On peut 
aussi le démontrer directement de la ma- 
nière suivante ; je joins, par les cordes BC 
et BD, le point de contact B de la tangente aux points C et D 
où la sécante coupe la circonférence. Les triangles ABC, ABD, 
sont semblables, car ils ont l’angle A commun et leurs angles 
ABC, ADB, sont égaux, puisqu’ils sont mesurés par la moitié 
du même arc BC compris entre leurs côtés (45, IV); il en ré- 
sulte que 

AD _ AB 
AB ~ AC ’ 

c’est-à-dire que la tangente AB est moyenne proportionnelle 
entre la sécante AD et sa partie extérieure AC. 
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THÉORÈME VIII. 

Lorsque deux lignes droites AD, BC, prolongées s’il est néces- 
saire, se coupent en un point E tel que ion ait 
AExDE=BExCE, 

leurs extrémités A, D, B et C sont situées sur la même circon- 

En divisant les deux membres de l’égalité 
AExDE=BExCE 
par le produit BExDE, on a ; 

^E_CE. 

BÉ~DE’ 

les triangles ACE, BDE, qui ont par suite un 
angle commun E compris entre côtés pro- 
portionnels , sont semblables (21, 111), et 
leurs angles homologues CAE, DBE, sont 
égaux. Dès lors, si l’on décrit sur la ligne 
droite CD un segment de cercle capable de 
l’angle CAD, l’arc de ce segment passera par le sommet B ; 
les quatre points A, B, C, D, sont donc situés sur la meme cir- 
conférence. 


férence. 



PROBLÈMES NUMÉRigiES. 

1. Deux cercles dont les rayons ont respectivement 0">,5 et 
1”,5 de longueur se coupent de telle façon que les tangentes me- 
nées par l’un des points d’intersection sont perpendiculaires. 
On demande la distance de leurs centres. (Concours de troi- 
sième, ISoM.) 

2. Les rayons de deux cercles concentriques sont 36“ et 20”; 
dans le grand cercle on mène une corde tangente au petit; cal- 
culer la longueur de cette corde. 

3. Les côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle sont 
égaux à 10” et 24”. Ou demande de calculer les projections 
des côtés de l'angle droit sur l’hypoténuse et la distance du 
sommet de cet angle au côté opjiosé. 
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•4. Calculer les hauteurs, les médianes et les bissectrices du 
triangle dont les côtes sont égaux à 16“, 2a™ et 39”. 

5. Calculer la longueur de la corde commune à deux cercles 
dont les rayons ont 12'" et t5“ de longueur, en sachant que 
la distance de leurs centres est de 18™- 


PROBLÈMES GRAPHIQUES. 

1. Si d’un point pris dans' le plan d’un cercle on tire deux 
sécantes perpendiculaires ITine à l’autre, la somme des carrés 
des distances de ce point aux quatre points d’intersection de la 
circonférence et des sécantes est constante. 

2. Le lieu géométrique des points, tels que la somme des 
carrés des distances de chacun d’entre eux à deux f)oints fixes 
soit constante, est une circonférence dont le centre coïncide 
avec le milieu de la ligne droite qui joint les deux points fixes. 

3. La différence des carrés de deux côtés d’un triangle est 
égale à deux fois le produit du troisième côté par la projection 
de la médiane de ce dernier côté sur sa direction. 

Le lieu géométrique des points, tels que la différence des 
carrés des distances de chacun d’entre eux à deux points fixes 
soit constante, est une ligne droite perpendiculaire à celle qui 
joint les points fixes. 

4. Tracer par deux points donnés une circonférence qui di- 
vise en deux parties égales une circonférence donnée. 

5. Décrire une circonférence qui passe par deux points don- 
nés et touche une ligne ilroite donnée. 

6. 'fracer, par un point donné, une circonférence qui touclie 
deux ligncsdroites données. 

7. Le lieu géométrique des points, tels que les tangentes me- 
nées de chacun d’entre eux à deux cercles donnés soient égales, 
est une perpendiculaire à la ligne droite qui joint les centres. 
—Ce lieu est connu sous le nom d’axe radical des deux cercles. 

8. Les axes radicaux de trois cercles considérés deux à deux 
concourent au luèine point, qu’on appelle centre radical des 
rois cercles. 
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. 9. Tracer, par deux points donnés, un cercle qui touche une 
ligne droite ou un cercle donné. 

10. Quel est le lieu géométrique des centres des cercles qui 
coupent orlhogonalement , c'est-à-dire sous un angle droit, 
deux cercles donnés? 

Tous les cercles qui coupent orlhogonalement deux cercles 
donnés ont un même axe radical. 

11. Trouver sur la droite qui joint les centres de deux cer- 
cles deux points tels que le produit de leurs distances au centre 
de chaque cercle soit égal au carré du rayon de ce cercle. 

12. Décrire une circonférence qui coupe orthogonalement 
trois circonférences données. 

13. Un point A, une ligne droite et un cercle étant donnés, 
trouver sur la droite un point B tel que la tangente au cercle, 
menée par ce point, soit égale à la distance BÂ. 

14. Si, d’un point de l’axe radical de deux cercles, on mène 
des tangentes à deux autres cercles concentriques aux pre- 
miers, la différence des carrés de ces tangentes est constante. 

15. Les cercles décrits sur les diagonales d’un trapèze comme 
diamètres ont une corde commune, qui passe par l’intersec- 
tion des côtés non parallèles du trapèze. 

16. Si un angle droit tourne autour de son sommet, supposé 
fixe, quel est le lieu géométrique des milieux des cordes des 
arcs qu’il intercepte sur une circonférence située dans son plan? 
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Programiie : Diviser une ligne droite en parties égales ou en parties pro- 
portionnelles à des lignes données.—' Trouver une quatrième proportion- 
nelle à trois lignes, une moyenne proportionnelle à deux lignes.— Cou- 
struire, sur une droite donnée, un polygone semblable à un polygone 
donné. 


PROBLEME 


Diviser une ligne droite en un certain nombre de parties 
égales. 

, Soit à diviser la ligne droite A en cinq 
parties égales; je prends sur le côté BC d’un 
angle quelconque BCD la ligne droite CE 
égale à A, et je porte cinq fois de suite sur 
l’autre côté CD une longueur arbitraire CF. 
Soient G le quatrième point de division et 
b/ 1d h le cinquième; je lire la ligne droite EH, 

à laquelle je mène par le point G la parallèle GK. 

La droite GK divise les deux côtés CE, CH du triangle CEH 
en segments proportionnels (20, 1), puisqu’elle est p.arallèleau 
troisième côté. Or le segment GH est, par hypothèse, un cin- 
quième du côté CH; donc le segment EK est aussi un cinquième 
du côté CE, ou de la ligne droite A. Pour diviser A en cinq 
parties égales, il suffit dès lors de porter cinq fois de suite la 
longueur EK sur cette ligne. 



PROBLEME II. 


Diviser une ligne droite A en parties proportionnelles à des 
longueurs données B, C, D. 

•AM. 8 
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Al 

B 

«V 

1) 


E 



■Je prends sur le côté EO d’un angle 
quelconque OER la ligne droite EF égale 
à A, et sur l’autre côté ER les longueurs 
EK, KH, HG, égales respectivement aux 
lignes données B, G, D. Je lire ensuite 
la droite FG, à laquelle je mène les paral- 
lèles HL, KM, par les points H et K. 

Ces parallèles divisent la ligne droite 
EF, ou A, (20, 1, c) en segments propor- 
tionnels aux lignes EK, KH et HG, c est- 
à-dire aùx lignes données B, C et D. 


PROBLÈME III. 


Conttruire la quatrième proportionnelle à trois lignes droites 

données A, B, C. 

Al ■ Je prends sur le côté DE d’un angle quel- 

conque EDG les longueurs DE, DF, égales 
respectivement aux lignes données A, B, 
et sur l’autre côté la longueur DG égale à C . 
Je tire ensuite la ligne droite EG, à laquelle 
je mène par le point F la parallèle FH. Lb 
ligne droite DH est la quatrième propor- 
tionnelle demandée ; car, FH étant parallèle à EG, on a (20, 1) 
DE _ DG 
DF“DH’ 



c’est-à-dire 


A_ C_ 

B“Dir 

Remarque.— Si les lignes B et C sont égales, DH est la troi- 
sième proportionnelle aux deux lignes A et B. 

4 ~- ■ . ' ’ . 

> ‘ ’ PROBI-ÈMB IV. 

Construire la moyenne proportionnelle entre 
deux lignes droites données A et B. 

Je prends, sur une droite indéflnie, les lon- 
gueurs CD, DE, égales respectivement aux 
lignes données A et B; je décris ensuite uqe 
demi-circonférence sur CE comme diamètre, j’élève par le 
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point D une perpendiculaire sur CE, et je la prolonge Jusqu’au 
point F où elle rencontre la circonfé- 
rence. 

Cette perpendiculaire est la ligne de- 
mandée, car elle est moyenne proportion- 
nelle (23, I, c) entre les deux segments 
CD,. DE du diamètre CE, c^sl-à-dire entre 
les deux lignes données A, B. ^ j 

Remarque . — La moyenne proportionnelle DF entre deux li- 
gnes inégales CD, DE, est moindre que leur demi-somùic MF. 



PROBLÈME V. 


Construire les deux points conjugués qui divisent une ligne 
droite \B en segments proportionnels à deu.r 
n nr” lignes données m ein. 

Je mène par l’extrémité A de AB une 
droite quelconque AC égale à m, et par l’au- 
tre extrémité B une parallèle à AC, sur la- 
quelle je prends de chaque côté du point 
Blés longueurs BD, BE égales à n. Je tire 
ensuite les droites CD, CE, qui rencon- 
trent AB aux points F, G, et la divisent en 
segments proportionnels à m et à n. 

En effet, les droites AC, EB étant paral- 
lèles, les triangles ACG, BEG sont semblables (21, II) et leurs 
côtés sont proportionnels, de sorte que 

GA_^ 

GB “ bd' 



Or les triangles ACF, BDF sont aussi semblables pour la même 
raison et donnent 

FA_ AC. 

FR~BD’ 

par conséquent on a 

GA F.\ m 

GB"" FB~ n‘ 
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PROBLÈME VI. 

Construire deux lignes droites dont la somme et le produit 
soient donnés. 

Soit BC la somme des deux lignes deman- 
dées dont le produit égale le carré de la ligne 
droite donnée A; je décris une demi-circon- 
férence sur BC comme diamètre, j’élève par 
le point B la perpendiculaire BD sur ce dia- 
mètre, et je prends sur celte ligne une longueur BD égale à A. 
Je mène ensuite par le point D et parallèlement à BC la droite 
DE qui coupe là circonférence aux deux points E et F. 

La sécante DF et sa partie extérieure DE sont les deux lignes 
cherchées : en effet, leur produit égale le carré de la tangente 
BD, ou A’ (23, 1, c), et pour démontrer que leur somme égale 
BC, il suffit de remarquer que la perpendiculaire OM, ahaissée 
du centre O sur la sécante, divise la corde EF en deux parties 
égales ; car la somme DE-fDF est égale au double de MD ou du 
rayon OB, c’est-à-dire égale au diamètre BC. 

Remarque.— La ligne droite DE ne rencontre la circonfé- 
rence qu’aiitant que la ligne BD n’est pas plus grande que le 
rayon. Le problème proposé n’est donc possible que si la droite 
donnée A est moindre que la moitié de la somme BC, ou égale 
au plus à cette moitié. 



PROBLÈME VII. 


Construire deux lignes droites dont la différence et le produit 
soient donnés. 



SoitBC la différence des deux lignes droites 
demandées dont le produit égale le carré de la 
ligne donnée A ; je décris une circonférence 
sur BC comme diamètre, j’élève par le point B 
la perpendiculaire BE sur ce diamètre, et je 
prends sur cette ligne une longueur BE égale 
à A. Je tire ensuite la sécante EG par le point 
D de la circonférence. 
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Celte sécante et sa partie extérieure EF sont les deux lignes 
droites cherchées; car leur dilTérence FG est égale à BC, et 
leur produit égal à BE*. ou à A’ (2.3, Vil). 


PROUI.ÈMË Vlll. 


Diviser une ligne droite AB en moyenne et extrême raison, 
— ® ^ ^ c'est-à-dire en deux par- 

ties AC, BC, telles que 
lu plus grande AC soit 
moyenne proportionnelle 
entre l'autre partie BC et la ligne entière AB. 

Je suppose le problème résolu : soit C le point demandé; 
j’ai dès lors 



A?— A£ 

AC“ BC 


En appliquant à cette égalité une propriété connue des rap- 
ports égaux, j’en déduis que 

AË- 

AC-t-BC ~ AG ’ 

or la droite AB est la somme des deux lignes AC, BC, donc 
(AB-fAC) AC = AB*. 

Celte nouvelle égalité montre que pour avoir le point C, il 
faut construire deux lignes AB-j-AC, AC, dont la différence 
soit égale à AB et le produit égal à AB’, puis prendre sur AB, 
à partir du point A, une longueur égale à la plus petite de ces 
deux lignes. De là résulte cette construction : 

J’élève par le point B, sur la droite AB, la perpendiculaire 
BO égale à la moitié de AB ; je décris, du point 0 comme cen- 
tre, une circonférence de cercle avec le rayon OB, et je tire la 
sécante AE par le point A et le centre du cercle. La sécante 
entière AE et sa partie extérieure AD sont les deux lignes dont 
la différence est égale à AB et le produit égal à AB’ (20, VU). 
En prenant dès lors sur AB une longueur AC égale à la ligne 
AD, j’aurai le point Cqui divise AB en moyenne et extrême 
raison. * 

Corollaire. — Si je désigne par a la longueur de la droite 
AB, j’ai dans le triangle rectangle AOB 
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ou 


AO*=AB*+BO* 

. O* 5a’ 
AO*=a*+-r= - 7 — 
4 4 


Or AC est égale à AO— BO, donc 

,_ay/5 a _a(/5— t)^ 


AC: 


2 


Taulre segment BC de !a droite AB est égal à 


. a(3-/5). 



Remartiiie . — Le problème précédent n’est qu’un cas parti- 
culier de celui-ci ; Sur la droite qui passe par deux points 
donnés A et IL trouver un point C tel que sa distance au point 
A soit moyenne proportionnelle entre sa distance au point B et 
la ligne AB. 

Le point C, donné par la construction précédente, satisfait 
évidemment aux conditions de ce nouvel énoncé; mais il 
existe sur l’un des prolongements de la droite AB un antre 
point jouissant de la même propriété. Ce point ne se trouve 
pas à la gauche du point B, puisque sa distance au point A ne 
peut être à la fois plus grande que sa distance au point B et 
que la longueur AB; il faut donc le chercher à la droite du 
point A. Soit C’ sa position; on a dès lors 

BC’ _ AC^ 

■ AC'~AB 

et, par suite 

BC’-AC'_AC’ 

< AC'— AB ~ AB ■ 

Or la droite AB est égale à la dilférence des deux lignes BC' et 
AC', donc 

(AC'— AB)'AC' = AB‘. 

Cette égalité montre que pour avoir le point C', il faut con- 
struire, comme dans le problème précédent, deux lignes 
AC'— AB, AC', dont la différence soit égale à AB, et le produit 
égal à AB*, puis prendre sur .\B, à la droite du point A, une 
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longueur égale à la plus grande de ces deux lignes^ c’est-à-dire 
égale à la sécante AE. 

Le nouveau problème a donc deux solutions qu'on obtient 
par la même construction, puisque la différence des deux in- 
connues AC' et AC est égale à AB et leur produit égal à AB’. 
En désignant, comme dansle corollaire précédent, la longueur 
AB par a, on trouve que 

a(l-f/s) 

2 

et 2 

Ces expressions des segments AC, BC, AC', BC' sont utiles à 
connaître, parce qu’on les trouve souvent dans la résolution defe 
problèmes. 

PROBLÈME IX. 


Construire sur tine ligne droite donnée un triangle ou un po- 



lygone semblable à un triangle ou à un poly- 
gone donné. 

1" Pour construire sur la ligne droite ab 
un triangle semblable au triangle ABC, je 
suppose ab homologue au côté AB, et je ' 
fais l’angle bac égal à BAC, l’angle abc égal 
à ABC. Le triangle abc est par suite sembla- 
ble au triangle ABC (21,11), puisqu’ils ont les 


angles égaux chacun à chacun. 


2“ Soit à construire sur la ligne droite de 
un polygone semblable au polygone DEFGH ; 
je suppose celte ligne homologue au côté DE, 
j et je décompose en triangles le polygone 
G DEFGH, en menant du sommet D les diago- 
nales DF, DG. Jetais ensuite sur de le trian- 



gle de/" semblable au triangle DEF, puis sur df 
le triangle dfg semblable au triangle DFG, 
et enfin sur dg le triangle dgh semblable au 
triangle DGH. 
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Le polygone defgh est semblable au polygone DEFGH ; car 
ils sont composés d’un même nombre de triangles semblables 
et semblablement placés (22, VIll). 

PROBLÈMES. 

1. D’un point pris dans le plan d’un angle, tracer une ligne 
droite qui soit divisée dans un rapport donné par ce point et 
les côtés de l’angle, prolongés au delà du sommet s’il est né- 
cessaire. 

2. D’un point pris dans le plan d’un angle, tracer une ligne 
droite qui soit divisée par ce point et les côtés de l’angle en 
deux segments dont le produit égale le carré d'une ligne 
donnée. 

3. Inscrire dans un cercle un triangle tel que ses côtés, pro- 
longés s’il est nécessaire, passent par deux points donnés A, B, 
et interceptent sur la circonférence un arc dont la corde soit 
parallèle à la droite AB. 

4. De l’extrémité A du diamètre AB d’un cercle, tracer une 
sécante telle que la somme ou la différence des distances du 
point À aux deux points dans lesquels cette sécante coupe le 
cercle et la tangente, menée à l’autre extrémité B du diamètre 
AB, soit égale à une ligne donnée. 

5. Construire un polygone qui soit semblable à un polygone 
donné, et dont lé périmètre égale une ligne droite donnée. 

6. Construire un parallélogramme qui soit semblable à un 
parallélogramme donné, et dont les côtés coupent une ligne 
droite donnée en quatre points donnés. 

7. Mener par deux points donnés deux parallèles, formant 
avec deux parallèles données un parallélogramme dont les 
côtés soient proportionnels à deux lignes m et n. 

8. Tracer sur le plan d’un triangle une ligne droite, telle 
que les distances des sommets de ce triangle à cette droite 
soient proportionnelles à des lignes données m, n, p. 

9. Tracer deux cercles qui soient tangents l’un à l’autre et 
touchent une ligne droite en deux points donnés, la somme ou 
la différence de leurs rayons étant égaleà une ligne donnée. 
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Prograiiiib : Polygones réguliers. — Tout polygone régulier peut être inscrit 
et circonscrit à un cercle. — Le rapport des périmètres de deux poly- 
gones réguliers, d'un même nombre de côtés, est le même que celui des 
rayons des cercles circonscrits *. — Le rapport d'une circonférence <i son 
diamètre est un nombre constant. 


DÉFINITIONS. 

1. On appelle polygone régulier tout polygone convexe ou 
concave, qtii a ses côtés égaux et ses angles égaux. Le triangle 
équilatéral et le carré sont des polygones réguliers. 

2. Un polygone est inscrit dans un cercle lorsque tous ses 
sommets se trouvent sur la circonférence de ce cercle. Réci- 
proquement, on dit que le cercle est circonscrit au polygone. 

Un polygone est circonscrit à un cercle, lorsque tous ses côtés 
sont tangents à la circonférence de ce cercle. On dit alors que 
le cercle est inscrit dans le polygone. 

3. Ou appelle limite d’une grandeur variable une grandeur 
fixe, de laquelle la grandeur variable peut approcher indéfini- 
ment sans pouvoir l’égaler. 

THÉORÈME I. 

Tout polygone régulier ABCD peut être inscrit dans le 

cercle et lui être circonscrit. 


* La longueur de la circonférence du cercle sera considérée, sans dé- 
monstration, comme la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone 
inscrit dans cette courbe, à mesure que ses côtés diminuent indéKniment. 
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Je dis : 1“ que la circonférence tracée par trois sommds 
consécutifs A, B, G, passe par le sommet suivant D. 

B Par les milieux K et L des côtés AB, BC 

du polygone, j’élève des perpendiculaires 
! sur AB et BG; ces perpendiculaires se 

n I — fr II coupent au point O, qui est le centre de la 

A jj circonférence déterminée par les trois 

ï sommets A, B et G. Pour démontrer que 
K la ligne droite OD est égale au rayon OA 

de cette circonférence, je superpose les deux quadrilatères 
OLBA, OLCÜ, en pliant la figure suivant la ligne droite OL ; 
comme les angles droits OLB, OLC sont égaux, le côté LC prend 
la direction de LB et le point G s’applique sur le point B, puis- 
que Lest le milieu du côté BC. Pareillement, les angles LCD, 
LBA du polygone régulier étant égaux, ainsi que ses côtés CD, 
BA, la droite CD prend la direction de BA et le point D se 
place sur le point A. Or, les lignes droites OD, OA, dont les ex- 
Irémilés coïncident sont égales, donc ta circonférence décrite 
du point O comme centre, avec le rayon 0.\, passe par le 
sommet D. 

Je prouverais de même que cette circonférence passe par les 
autres sommets du polygone ABCD.... ; ce polygone régulier 
peut donc être inscrit dans un cercle. 

2° Les côtés AB, BG, etc., du polygone ABC.... étant des 
cordes égales du cercle circonscrit, les perpendiculaires OK, 
OL, etc., abaissées du centre O sur ces cordes, sont aussi 
égales (13, 1) ; la circonférence décrite du point O comme cen- 
tre, avec le rayon OK, passe dès lors par les milieux K, L, etc., 
des côtés AB, BG, etc,, et est tangente à chacune de ces lignes 
(13, 11). Par conséquent, le polygone régulier ABG.... peut être 
circonscrit à un cercle. 

Remarque . — Le point O, qui esta la fois le cetilre des cercles 
inscrit et circonscrit, se nomme centre du polygone régulier. 

On désigne sous le nom de rayon et d'apothème du poly- 
gone régulier le rayon du cercle circonscrit et celui du cercle 
inscrit. 
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On appelle angle au centre du polygone régulier l’angle de 
deux rayons consécutifs OA, OB. Les angles au centre sont 
égaux, puisqu’ils interceptent des arcs égaux (13, 1) sur la cir- 
conférence circonscrite; Je rapport de chacun de ces angles 

à l’angle droit est donc égal à n étant le nombre des 
côtés du polygone. 

THÉORÈME 11. 

Si l’on partage une circonférence en un nombre quelconque 
d’arcs égaux AB, BC, CD, etc., 1“ les cordes de ces arcs forment 
un poli/gone régulier convexe, inscrit dans la circonférence. 

2« Les tangentes, menées par les points de division, forment 
aussi un polygone régulier convexe, cmonscrilàlacirconférence. 

1" Les arcs AB, BC, CD, etc., étant égaux, 
leurs cordes sont égales (M, 111), et le polygone 
inscrit ABC... a ses côtés égaux. Je dis que ses 
|c angles sont aussi égaux entre eux; en effet, 
l’angle inscrit ABC a pour mesure (15, IV) la 
moitié de la somme des arcs AD, DC, compris 
entre ses côtés; l’angle inscrit BCD a de même 
pour mesure la moitié de la somme des arcs BA, AD, compris 
entre ses côtés. Or les arcs DC et BA sont égaux ; donc l’angle 
ABC est égal à l’angle BCD. Je démontrerais pareillement l’é- 
galité des autres angles du polygone inscrit ABCD...., qui est 
dès lors régulier. 

2“ Le polygone EFG.... formé par les tangentes menées à la 
circonférence par les points A, B, C, etc., est aussi régulier. En 
effet, je remarque d’abord que chacun des triangles EAB, 
FBC, etc., est isocèle, puisque les tangentes menées à un cercle 
par un point extérieur sont égales (19, VI); et je dis que ces 
triangles sont égaux, parce qu’ils ont un côté égal -adjacent à 
deux angles égaux chacun à chacun. Soient, par exemple, les 
deux triangles EAB, GCD ; leurs côtés AB, CD, sont égaux par 
suite de l’hypothèse; l’angle EAB, qui a pour mesure la moitié 
de l’arc AB (15, IV, c), est égal à l’angle GCD mesuré par la 
moitié de l’arc CD. Il en est de même des angles EBA, GDC; 
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donc les triangles EAB, GCD sont égaux. De là résultent : 1« l'é- 
galité des angles E, F, G, etc., du polygone, 2® l’égalité des 
tangentes EB, FB, FD,^GC, etc., et, par suite, celle des côtés 
EF, FG, etc., du polygone qui est dès lors régulier. 

Corollaire. — Lorsqu'on divise une circonférence en un cer- 
tain nombre de parties égales AB, BC, etc., en dix par exemple, 
et qu'à partir de A, on joint les points 
de division de n en n par des lignes droites, 
n étant un nombre entier moindre que 
la moitié de 10, on forme un polygone 
régulier concave de iO côtés, si n est pre- 
mier avec 10. Mais, lorsque les nombres 
- ne/10 ne sont pas premiers entre eux, et que d est leur plus 
grand commun diviseur, le polygone régulier, ainsi construit, 
’O A,- 

n a que côtes. > , 

vl 



Je suppose d’abord n égal à 3 et, par suite, premier avec 10; 
je joins dès lors, de trois ed trois, à partir de A, les dix points 
A,B,C, D,etc., qui divisent la circonférence en dix parties éga- 
les, c’est-à-dire que je prends, à la suite les uns des autres, des 
arcs égaux à l’arc AD qui représente les trois dixièmes de la 
circonférence, et je tire les cordes de ces arcs. Comme les 
deux nombres 3 et 10 sont premiers entre eux, leur plus petit 
commun multiple est égal à 3x10 ou 30; par conséquent la 
somme de 10 arcs égaux à AD égale 3 fois la longueur de la 
circonférence, et c’est le plus petit multiple de l’arc AD qui 
contienne un nombre exact de fois la circonférence. Lescordes 
de ces 10 arcs forment dès lors une ligne polygonale fermée, 
puisqu’elle commence au point A et se termine au même point. 
Cette ligne a dix côtés et, par suite, dix sommets qui ne sont 
autres que les dix points de division de la circonférence; elle 
forme donc un décagone régulier concave, car ses côtés sont 
évidemment égaux, ainsi que ses angles, et chacun de ses côtés 
traverse sa surface. 

Je suppose en second lieu n égal à 4, nombre qui n’est pas 
premier avec 10, c’est-à-dire que je joins de quatre en quatre 
les dix points de division de la circonférence. Je reviens alors 
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au point de départ A, après avoir tracé les cordes de 5 arcs con- 
sécutifs, égaux à l’arc AE qui représente les quatre dixièmes 
de la circonférence; car la somme de ces 5 arcs égale 5 fois 

les — delà Circonférence ou 2 fois la longueur de celte courbe. 
10 

Le polygone régulier concave formé de cette manière n’a donc 
que 5 côtés, c’est-à-dire autant qu’il y a d’unités dans le quo- 
tient du nombre 10 par le plus grand commun diviseur 2 des 
nombres lOet 4, 

On a donné le nom de polygone étoilé à tout polygone régu- 
lier concave, à cause de sa fwme. Il y a un seul pentagone 
étoilé, trois heptagones étoilés, un seul octogone étoilé, un seul 
décagone étoilé, etc. 

O Remarque. — Si l’on inscrit dans un cercle 

donné un polygone régulier convexe, par 
exemple un hexagone, et ensuite les polygo- 
nes réguliers dont le nombre des côtés est 
de deux en deux fois plus grand, c’est-à-dire 
les polygones de 12, 24, 48, etc., côtés; les 
périmètres de ces polygones vont en croissant, tout en restaut 
moindres que la circonférence dans laquelle ils sont inscrits et 
• dont ils s’approchent indéfiniment. Il en est de même de leurs 
surfacesqui diffèrent de moins en moinsdu cercle. Onexprime 
ces faits en disant que la circonférence et le cercle sont les limi- 
tes vers lesquelles tendent le périmètre et la surface d’unpolygone 
régulier inscrit dont le nombre des côtés augmente indéfini- 
ment; et, d’après le programme, on regarde comme acquise au 
cercle, ou à sa circonférence, toute propriété démontrée pour la 
, surface ou le périmètre d’un polygone régulier, indépendamment 
du nombre et de la grandeur de ses côtés. 

THÉORÈME III. 

I" Deux polygones réguliers qui ont le même nombre de côtés 
sont semblables. 

2° Le rapport des périmètres de ces polygones est le même que 
celui de leurs rayons ou de leurs apothèmes. 
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Soient les hexagones régu- 
liers ABC..., A'B'C'..,; je dis 
i" qu’ils sont semblables. 

En effet, la somme de$ angles 
de l’hexagone ABC égale 2x4 
ou 8 angles droits (9, IV) ; par 
suite, chaque angle de ce polygone régulier égale les f d’un 
angle droit. Il en est de même de chacun des angles de l’hexa- 
gone régulier A'B'C'; les polygones ABC, A'B'C' ont donc les 
angles égaux chacun à chacun. De plus, leurs côtés sont 



proportionnels, car les rapports 


etc., sont identi- 


(jucs d’après riiypolhèse; par conséquent ces polygones sont 
semblables. 

2» Soient O et O' les centres des hexagones ABC, A'B'C' ; je 
tire les rayons OA, OB, O'A', O'B', et les apothèmes OM, O'M'. 
Ces polygones étant semblables, leurs périmètres sont propor- 
tionnels à deux côtés homologues quelconques, par exemple 
AB, A'B' (21, IX). Or les triangles isocèles OAB, O'A'B', ont les 
angles O, O' égaux et compris entre côtés proportionnels; donc 
ils sont semblables (21 , III), et le rapport de AB à A'B' égale ce- 
lui de OA à O'A'. Les périmètres ABC, A'B'C', sont par suite 
proportionnels aux rayons OA, O'A'. 

Enfin, les triangles rectangles OAM, O'A'M', dont les angles 
aigus AOM, A'O'M' sont égaux comme moitié des angles au cen- 
tre égaux AOB, A'O'B', sont semblables (2t, II), et le rapport 
des rayons OA, O'A' égale celui des apothèmes OM, O'M'. Donc 
les périmètres ABC, A'B'C' sont aussi proportionnels aux apo- 
thèmes OM, O'M'. 


THÉORÈME IV. 

Deux circonférences sont proportionnelles à leurs rayons. 
J’inscris, dans deux circonférences dont les rayons sont R 
et r, deux polygones réguliers ayant le même nombre de 
côtés, par exemple deux hexagones; lerapport des périmètres 
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de ces polygones est égal à celui de leurs rayons R et r (111). 

Si j’inscris ensuite les poly- 
gones réguliers dont le nom- 
bre des cétés est deux fois 
plus grand, c’est-à-dire les 
polygones de 12 côtés, le 
rapport de leurs côtés est 
aussi égal à celui des rayons - 
- Retr. Cette relation entre les 
périmètres des polygones réguliers, semblables et inscrits dans 
les circonférences données, a donc lieu, quels que soient le 
nombre et la grandeur de leurs côtés; par conséquent, elle 
existe aussi pour les limites de ces périmètres, c’est-à-dire que 
le rapport des deux circonférences R et r est le même que ce- 
lui de leurs rayons. 

Corollaire I . — Le rapport d’une circonférence o son diamè- 
tre est constant. 

Car, les circonférences étant proportionnelles à leurs rayons 
ou à leurs diamètres, le rapport d’une circonférence quelcon- 
que R à son diamètre 2R égale celui de toute autre circonfé- 
rence r à son diamètre 2r. 

Ce rapport constant, qu’on désigne ordinairement par la 
lettre grecque n, estég.al à 3, 14159265358979...; le géomètre 
Lambert a prouvé, en 1761, que ce nombre est irrationnel, 
mais sa démonstration ne peut être donnée dans ces Leçons de 
géométrie élémentaire. Deux cent cinquante ans avant notre 
ère, Archimède a trouvé, pour la première fois, que ir est 
compris entre les nombres 3 ‘ S et 3 ; on se sert générale- 

ment du plus grand, 3 qui surpasse n de moins d’un 
demi-centième. Adrien Mélius, géomètre du xvi* siècle, a 
donné, pour valeur approchée du même ra^iport, le nombre 
355 

- qui n’en diffère pas d’un demi-millionième, et qui est re- 

'1 J O 

marquable par la manière dont il rst formé avec les trois 
premiers nombres impairs 1 , 3 et 5. 

11 résulte de ce que le rapport d’une circonférence à son dia- 



Digitized by Google 



128 . GKOMÉTKIE. 


mètre est consinnt que, pour calculer la longueur d’une 
circonférence dont te diamètre est donné, il faut multiplier ce 
diamètre par le nombre tz; et réciproquement, pour calculer la 
grandeur du diamètre d’une circonférence donnée, il faut divi- 
ser cette circonférence par le nombre iz. Ces deux règles sont 
comprises dans la formule suivante : 

Cir R=2Rxitj 

c’est-à-dire Cir R=2 ic R. 


Corollaire II.— Calculer la longueur 1 d'un arc de n de- 
grés, le rayon R de cet arc étant donné, 

La circonférence décrite avec le rayon R étant égale à 2 t R, 
l'arc d’un degré, qui en est la trois-cent-soixantième partie, 
“jcR 

a pour mesure ou — ; l’arc de n degrés a donc pour 


mesure n 


, . 'rR 
ton ou 


irRn 
180 ‘ 


On a par suite la formule 


wRn 

~ 180 


qui sert à calculer l' une des trois quantités 1, R,u, lorsque les 
deux autres sont données. 


THÉORÈME V. 


Deux arcs semblables, c’est-à-dire deux arcs qui ont le même 
nombre de degrés dans des circonférences différentes, sont 
proportionnels à leurs rayons. 

Soient R, R' les rayons, et 1, 1', les longueurs de deux arcs 
semblables dont le nombre des degrés est n;on a (IV) : 


, itRn , „ itR'n 

'=T5r’“‘'-T8r' 


En divisant ces égalités membre à membre, on trouve que 


1 _JR 
['■"R'’ 


c’est-à-dire que les arcs semblables sont proportionnels à leurs 
rayons. 
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THÉORÈME VI. 


Si du sommet d'un angle RCD, comme cen - 
^ tre, on décrit une circonférence avec un rayon 
_ quelconque CB, et qu’on prenne pour unité 
^ l’angle au centre ACB qui intercepte un arc AB 
égal au rayon, l’angle BCD a pour mesure le 
rapport de l’arc BD, compris entre ses côtés, au rayon CB. 

En eifet, on a (15, II) 

ACB “ ÂB ’ 

mais Tare AB est égal par hypothèse au rayon CB, par consé- 
quent 

BCD _ BD 
ACB “ CB ’ 



Cette égalité démontre le théorème énoncé; car le rapport 

BCD . , BD - . , .4 „ , 

OU son égal 7^77» exprime la mesure de l angle BCD, 
ALd Cd 

puisqu’on prend l’angle ACB pour unité. 


Remarque /.—Si on désigne par a la mesure de l’angle BCD 
évalué au moyen de l’unité précédente, par R le rayon CB et 
par l la longueur de l’arc BD, ces trois quantités sont liées par 
la relation 

l=aR 

qui est d’une très- grande utililé dans la Trigonométrie. 

Remarque II. Pour calculer le nombre des degrés contenus 
dans l’unité d’angle ACB, il suffit de supposer I égal à B dans 
la formule connue (IV, c) 

, ^Rh 
~ 180 ’ 

et d’en déduire ensuite la valeur de n, on trouve 
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PROBIÊME8 N(IMÉ|1IQIES. 

Calculer, à moins d’un millimètre, et sans le secours des 
logaritlimes, la circonférence qui a pour rayon la diagonale 
d’un carré de 0"’,5 de côté, et faire voir que l’on a obtenu 
l’approximation demandée. (Concours de troisième, t8Si.) 

2. Calculer, à moins d’un kilomètre, le rayon de la circon- 
férence de la terre. 

a. Calculer, à moins d’une seconde, le nombre des degrés 
d’un arc égal à son rayon. 

Calculer le rayon d’un arc de 23« 13' dont la longueur 
est de 8'",80. 

5. Deux arcs de même longueur ont été décrits avec des 
rayons de 0"",23 et de 0”,18. L’un est de 13» 20'; quel est le 
nombre des degrés de l’autre? 

PROBLÉUES GRAPUIQCHS. 

1. Décrire une circonférence égale à la somme, ou à la diffé- 
rence de deux circonférences données. 

2. Si deux polygones réguliers semblables sont placés de 
telle sorte que l’un soit inscrit et l’autre circonscrit an même 
cercle, la circonférence de ce cercle est moyenne proportion- 
nelle entre la circonférence inscrite dans le premier polygone 
et la circonférence circonscrite au second. 

3. Si ou fait rouler un cercle dans un autre cercle de rayon 
double, de manière qu’ils soient toujours tangents, un poiqtde 
la circonférence du cercle mobile décrira un diamètre du cer- 
cle fixe. 

4. Lorsqu’on divise une circonférence en n parties égales par 
les points A, B, G, etc., et qu’à partir de A on joint ces points 
de 2 en 2, de 3 en 3..., et, en général de h en h par des lignes 
droites, on forme un polygone régulier concave de n côtés, si 
les nombres n et h sont premiers entre eux. 

Mais, si ces nombres ne sont pas premiers entre eux, et que 
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d soit leur plus grand diviseur commun, le polygone régulier 

concave n’a que ^ côtés. 

5. 11 y a autant de polygones réguliers de n côtés que d’u- 
nités dans la mqitié du nombre qui exprime combien il existe 
de nombres entiers moindres que n et premiers avec lui. 

6. La somme des angles intérieurs, formés par les côtés 
consécutifs d’un polygone régulier de n côtés, est égale à 
autant de fois deux angles droits qu'il y a d’unités dans n — 2/i, 
h étant le nombre de fois que l’arc sous-tendu par le côté du 
polygone contient la partie de la circonférence circons- 
crite. 

La somme des angles extérieurs, formés par chaque côté et 
le prolongement du côté précédent, est égale à \h angles 
droits. 


I rr: 


U- 


il I 

l 

tlî 


. 'T 
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Phograhxe : Inscrire dans un cercle de rayon donné un carré, un hexagone 
régulier. — Manière d’évaluer le rapport approché de la circonférence au 
diamètre, en calculant les périmètres des polygones réguliers de 4, 8, 16, 
32...., côtés, inscrits dans un cercle de rayon donné. 


PROBLÈME I. 


1 

1 


0 

\ \ 


\ 

\ 

' /; 


Inscrire un carré dans un cercle donné OA. 

Je lire deux diamètres AC, BD, perpendi- 
culaires l’un à l’autre, et je joins leurs extré- 
mités par les cordes AB, BC,CD, DA. Le 
quadrilatère ABCD est un carré (26, II) ; car 
la circonférence OA est divisée en quatre 
parties égales (15, 1) par les quatre angles au 
centre AOB, BOC, COD, DOA, qui sont égaux comme droits. 

Pour calculer le rapport du côté AB au rayon AO, il sufût de 
remarquer que le triangle ABO est rectangle, et qu’il donne : 
AB’=AO«-f BO’ = 2AO’; 
en effet, il en résulte que 

AB 

Âë=>^^- 


Cette égalité montre que le rapport du côté d’un carré au 
rayon du cercle circonscrit est irrationnel; elle sert à calculer 
l'une de ces deux lignes, lorsque l’autre est donnée. 

Corollaire. — Si on divise en deux parties égales les arcs 
sous-tendus par les côtés du carré ABCD, les points de division 
et les sommets du carré partageront la circonférence OA en 
huit arcs égaux ; on inscrira donc l’octogone régulier en traçant 
les cordes de ces arcs. 
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Pour inscrire le polygone régulier de 16 côtés, on divisera 
en deux parties égales les arcs sous-tendus par les côtés de 
l’octogone régulier, et on tracera les cordes des moitiés de ces 
arcs. En continuant ainsi cette bissection, on obtiendra les po- 
lygones réguliers de 32,64.. .. côtés. 


PROBLÈME II. 


Inscrire un hexagone régulier, un triangle équilatéral dans 
un cercle donné OA. 

1" Soit AB le côté de l’hexagone régulier inscrit; je dis qu’il 
est égal au rayon OA. 

En efifet, l’angle AOB du triangle isocèle 
4 2 

OAB égale ou — d’angle droit, puisque 

c’est l’un des angles au centre de l’hexagone 
(27, I) ; la somme des deux autres angles 

2 4 

A, B de ce triangle égale des lors 2 angles droits moins -, ou * 

O 



d’angle droit; mais ces angles sont égaux, donc chacun d’eux 
2 

vaut - d’angle droit, et le triangle OAB est équilatéral; le côté 


AB de l’hexagone régulier est par suite égal au rayon OA. 
Pour construire ce polygone, il suffit donc de tirer dans le 
cercle six cordes consécutives qui soient égales au rayon. 

2o On inscrit le triangle équilatéral BDF en traçant les cordes 
BI), DF, FB, qui joignent de deux en deux les sommets de 
l’hexagone régulier; car les trois points B, D, F, divisent évi- 
demment la circonférence en trois parties égales. 

Pour calculer le rapjmrt du côté BD au rayon OA, je lire le 
diamètre AD; l’angle ABD du triangle BAD étant droit (15, 
IV, c), j’en conclus successivement : 

BD* = AD’— AB* -= 4AO’— AO’, 
ou BD’=:3.\0’, 

cl, par suite. 
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Cette égalité prouve que le rapport du côté du triangle équi- 
latéral au rayon du cercle circonscrit est irrationnel ; elle 
sert à calculer l’une de ces deux lignes, lorsque l’autre est 
donnée. 

CoROLLAiRE.—Pour inscrire dans le cercle OA les polygones 
réguliers de 12, 2'*, 48, etc., côtés, on divise en 2, 4, 8, etc., 
parties égales les arcs sous-tendus par les côtés de l’hexagone 
régulier inscrit, et l’on lire les cordes des nouveaux arcs. 


PROBLÈME III. 


Inscrire un décagone régulier dans un cercle donné OA. 

^ ^ Soit AB le côté du décagone régulier inscrit 

dans le cercle OA; je dis qiJ’il est égal au plus 
grand segment du rayon, divisé en moyenne et 
extrême raison. 

En effet, l’angle AOB du triangle isocèle OAB 

vaut— ou - d’angle droit, puisque c’est l’un des angles au 
10 5 

centre du décagone (27, 1). La somme des deux autres angles 



A, B, de ce triangle égale dès lors 2 angles droits moins - 


> ou 


- d’angle droit; mais ces angles sont égaux, donc chacun d’eux 
5 

égale - d’angle droit , ou le double de l’angle AOB. 

Cela posé, je divise l’angle BAO en deux parties égales par 
la droite AC; celle ligne partage le côté OB du triangle OAB en 
segments proportionnels aux côtés adjacents (20, 1), c’est-à- 
dire que 

^-_oc 

ÂB “ BC' 

Or les angles COA, CAO, du triangle OAC sont égaux, puis- 

O 

qu’ils valent chacun ^ d’angle droit; donc les côtés CO, CA, 

opposés à ces angles, sont égaux. Le triangle ABC a aussi deux 
angles égaux, car l’angle ACB, extérieur au triangle OAC, égalé 
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la soiîHTlë des deux angles ihtérieurs AOC, CAO, c'est-à-dire 

i • 

g d’angle droit, comme l’angle -ABC; le côté AB égale dès lors 

AC et, par suite, OC. En remplaçant dans l’égalité précédente 
les côtés AO, AB par les lignes OB, OC qui leur sont res- 
pedivemetll égalés, on a 

OB_ OC. 

ÔC“ BC’ 

[)ar conséquent le point C divise le rayon OB en moyenne et 
extrême raison, et le cAlé AB ou OC du décagone régulier 
inscrit est égal au plus grand segment de ce raVon. 

Remarque . — Si on désigne par R le rayon OA du cercle 
donné, le côté AB du décagone régulier inscrit est égal à 

R (23, VIII). 


Couou-AiRE 1. — En joignant de deux en deux, par des lignes 
droites, les sommets du décagone régulier, on inscrit le penla- 
(jone régulier, puisque chaque côté de ce polygone sous-tend 
2 1 

un arc égal a — ou - de la circonférence. 

10 5 


Pour calculer le rapport du côté de ce pentagone au rayon 
du cercle circonscrit, on se sert du théorème suivant que je 
vais démontrer : Le carré du côté du pentagone régulier égale 
la somme des carrés du côté du décagone régulier et du 
rayon. 


Soient AB et BC les côtés du pentagone et 
du décagone réguliers, inscrits dans le cer- 
cle OA. L’angle CBO du triangle isocèle OBG 
A 

vaut ,, d’angle droit d’après ce (jui précède; 

*) 

il égale donc l’angle au centre AOB du penta- 
gone. Or ces angles sontalternes-internes par 
raiyport aux droites OA, BG; donc ces lignes sont parallèles. 

Cela posé, je trace par le point 0 une parallèle à la droite 
AB, et, du point D où elle rencontre la droite BC, je mène 
la tangente DE au cercle O.A. Le quadrilatèie ABDO 
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étant un parallélogramme, le côté BD est égal au rayon 
OA, et le côté OD égal à BA; je remarque en ontre que la tan- 
gente DE est égale au côté BC du décagone régulier, puisque 
chacune de ces lignes est moyenne proporlionnelle entre la 
sécante DB et sa partie extérieure DC. Les trois côtés OD, DE, 

OE du triangle rectangle ODE sont donc égaux respectivement 
aux côtés du pentagone et du décagone réguliers inscrits dans 
le cercle OA, et au rayon de ce cercle, de sorte qu'on a 
OD‘=OE*-l-DE». 

En remplaçant dans cette égalité les lignes OE et DE par 
leurs valeurs en fonction du rayon, on trouve 

OD = l^ 

4 

R 

ou OD=— 1 / 10 — 2 

Corollaire II. — Si l’on joint de trois en trois les sommets du 
décagone régulier convexe ABCD par des lignes droites , on 
forme le décagone étoilé (27, II, c); je dis 
que la diffénme des càlés des deux déca- 
gones réguliers est égale au rayon, et leur 
F produit égal au carré du rayon. 

En effet, soit M le point d’intersection 
® des deux côtés AD, BE du décagone étoilé ; 
le côté AD est parallèle au côté BC du déca- . 
gone convexe et au diamètre EL, puisqu’il intercepte, avec 
chacune de ces droites, des arcs égaux sur la circonférence OA 
(13, III); pour la même raison, le côte BE est aussi parallèle 
au côté CD du décagone convexe et au diamètre AF. Il en ré- 
sulte que les deux quadrilatères AOEM, BCDM sont des paral- 
lélogrammes, et que leurs côtés opposés AM, OE sont égaux, 
ainsi que DM et BC ; la différence des côtés AD et BC des deux 
décagones réguliers est donc égale au rayon OE du cercle cir- 
conscrit. 

Je remarque ensuite (lue les triangles isocèles ABM, AOD 
sont semblables, car les angles OAD, BMA, adjacents à leurs 
bases sont égaux comme alternes-interncs jiar rapport aux 
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parallèles AF, BE et à la sécante AD; les deux autres angles 
ADO, BAM, adjacents aux mêmes bases, étant respectivement 
égaux aux précédents, sont par suite égaux entre eux; on a 
donc l’égalité suivante : 

A.M~AB' 

Or la droite AM est égale au rayon OE ou AO, par conséquent 
ADxAB=AO«; 

ce qui démontre que le produit des côtés AD, AB des deux dé- 
cagones réguliers est égal au carré du rayon. 

Il résulte des deux propriétés précédentes qu’on peut obtenir 
les côtés des deux décagones réguliers par la même construc- 
tion, c’est-à-dire en cherchant deux lignes dont la différence 
soit égale au rayon et le produit égal au carré du rayon. La 
plus grande de ces deux lignes sera le côté du décagone étoilé, 
et la plus petite, le côté du décagone convexe. Mais cette con- 
struction n’est autre que celle par laquelle on divise le rayon 
en moyenne et extrême raison ; par conséquent, les deux solu- 
tions qu’on trouve en généralisant celte dernière question cor- 
respondent aux deux manières d’inscrire un décagone régu- 
lier dans un cercle. Soit R le rayon de ce cercle, on aura dès lors 

R ^ — - — - pour l’expression du côté du décagone étoilé. 


Corollaire III. — En joignant de deux en deux les sommets du 
pentagone régulier convexe, on obtient le pentagone étoilé. On 
démontre, au moyen d’une construction analogue à celle qu’on a 
faite pour le pentagone convexe, et par un raisonnement sem- 
blable, que le carré du pentagone étoilé est égal à la somme des 
carrés du côté du décagone étoilé et du rayon. En désignant dès 


lors le rayon par R, on a \c ou 

|)Our le côté du pentagone étoilé. 


r/ 10-f-2t/.H 
2 


Corollaire IV.— Pour inscrire dans le cercle OA les polygo- 
nes réguliers de 20, 40, 80, etc., côtés, on divise en 2, 4, 8, etc., 
parties égales, les arcs sous-tendus par les côtés du décagone 
régulier inscrit, et l’on lire les cordes des nouveaux arcs. 
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PROBLÈME IV. 


/ 


Inscrire un penlédécagotte régulier dans un cercle donné OA. 

Je prends un arc AB égal au sixième de la cir- 
conférence OA, et j’en relranche l’arc BC égal 
au dixième de cette circonférence, le reste AG 

4 

en est le quinzième, car la fraclion— surpasse 

i 2 1 

la fraction 77 ; de — , ou — • Par conséquent, 
\ 0 30 1 i> 


la corde de l’arc AC est le côté du pentédécagone régulier 
clierclié. 


Corollaire. — On inscrit les polygones réguliers de 30, 60j 
120 , etc., côtés, en divisant en 2 , i, 8 , etc., parties égales les 
arcs sous-tendus par les côtés du pentédécagone, et en traçant 
les cordes des nouveaux arcs. 


Remarque sur les quatre problèmes précédents. — Pour cir- 
conscrire un polygone régulier à un cercle donné, il suffit 
d’inscrire dans ce cercle un polygone régulier du même nom- 
bre de côtés, et de mener des tangentes par ses sommets (27,11) . 


PROBLEME V. 



Le rayon AB d’un cercle cl le côté BC d'un polygone régulier 
inscrit dans ce cercle étant donnés, calculer le côté 
du polygone régulier inscrit qui a deux fois plus 
de côtés que le précédent. 

Je mène le diamètre DF perpendiculaire au 
côté BC du polygone donné, et je tire la corde 
^ BD; cette droite est le côté d u polygone demandé, 

puisque l’arc BD égale la moitié de l’arc BC (12, 11). Je com- 
mence par calculer l’apothème AEdu polygone donné: le trian- 
gle ABE étant rectangle, il eu résulte que 

AE= / AB‘— BË‘7 

or la ligue droite BE est la moitié de la corde BC (12, 1); donc 
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le carré dë BE égale lô quart dü carré de BC, et j’ai la for- 
mule ; 


ae=(/».-5£. 


J’oblicns ensuite le côté BD du polygone demandé, eu 
remarquant qu’il est moyenne proportionnelle entre le dia- 
mètre DF et sa projection DE sur ce diamètre (“23, 1, c). Mais 
DF est égal à 2AB, et DE égal à AB— AE; par 
cons6(iuenl j’ai la nouvelle formule 

BD=/2AB(AB— AE), 

qui fait connaître le côté BD en fonction du rayon 
donné AB et de l’apothème AE déjà calculé. 



Remarque . — Pour faciliter l’application des deux formules 
précédentes, je désigne par R le rayon AB du cercle donné, par 
de côté BC du polygone proposé, (>ar d le diamètre du cercle 
inscrit dans ce polygone ou le double de son apothème AE, et 
enfin par c' le côté BD du polygone demandé. La formule de 
laquelle on déduit la valeur de l’apothème AE devient alors : 



ou d=/4R’— c*. (a) 

La longueur du côté BD est donnée par l’égalité suivante : 

&=^/K(2R — d). (b) 


PROBLÈME VI. 


Calculer le rapport de la circonférence au diamètre. 

La solution complète et prati(iiie de ce problème fait partie 
du cours de mathématiques suitéricures; aussi s’agit-il bien 
moins de donner, dans celle leçon, une méthode pour calculer 
le rapport de cette circonférence au diamètre que de faire con- 
cevoir la possibilité de calculer ce nombre. 

Cela posé, je vais chercher la longueur de la circonférence 
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dont le rayon est égal à un mètre. En divisant par 2 le nombre 
qui exprimera celle longueur, j’aurai la valeur du rapport de 
la circonférence au diamètre, puisque le diamètre du cercle 
considéré est égal à 2 mètres. La circonférence étant la limite 
des polygones réguliers inscrits dont le nombre des côtés croît 
indéfiniment, on conçoit sans difficulté que, si je calcule les 
périmètres des polygones réguliers de T, 8, 16, etc., côtés in- 
crits dans le cercle dont le rayon égale un mètre, ces péri- 
mètres différeront de moins en moins de la circonférence, et 
qu’en prenant la longueur de l’uu de ces périmètres pour celle 
de la circonférence, je commettrai une erreur d’autant moin- 
dre que le polygone considéré aura plus de côtés. 

Soient donc f, c',e", c'",,.... les côtés des polygones réguliers 

de 4, 8, 46, 32, côtés inscrits dans le cercle dont le rayon 

égale un mètre, et d, d', d", d-, les diamètres des cercles 

inscrits dans ces polygones. J’ai c=v^2 (1); et je déduis 
successivement des formules (a) cl (ô) du problème 111, les 
valeurs suivantes des quantités f, r", d, d‘, 

c z= /T d = / i-c> 

c = /2 — d d' = / 4 — c* 

c" ~ / 2 — d' d" = j/ 4 — c" ’ 

c'"= /2— d" d'" = / 4— C" * 


En effectuant les calculs, je trouve : 

e =4,41421336 d = 4, 414-21356 

f =0,76536686 (f = 4,84775907 

f" = 0,39018064 d" = 1,96157056 

r"' = 0,49603428 d" = 4,99036945 

C" = 0,098135.35 d" = 4,99759091 

r =0,04908246 d' =1,99939761 

c" = 0,02454308 d” = 1 ,99984940 

Par suite, les périmètres des polygones réguliers de 4, 8, 16, 
32, 64, 128 et 256 côtés, inscrits dans le cercle dont le rayon 
égale un mètre, sont : 


Digilized by Coogif 



FIGURES PLANES—XXVIIh ET XXIX^ LEÇON. LH 

4r r= .^,,6ri68.‘i 
8c‘ =8,12293 
IG f" = 6,24289 
32 c'“ = 6,27310 
64 c" = 6,28066 
128 c' = 6,28255 
256 c” = 6,28303 

Le calcul précédent ne fait pas connaître l’approximation 
avec laquelle le périmètre du polygone régulier de 256 côtés 
auquel je m’arrête, représente la longueur de la circonférence 
circonscrite. Si je suppose cette circonférence égale à 6“,28303, 
le rapport de la circonférence au diamètre est égal à k moitié 
de 6,28303, ou à 3,141515. En comparant ce nombre à la va- 
leur connue de it, savoir 3,1415926535 on voit qu’il 

n’en diffère pas d’un dix-millième. 

.Remarque.— On peut réduire le calcul précédent à la 
recherche des diamètres d% d", d'", etc., et du côté c" du poly- 
gone auquel on veut s’arrêter. En effet, si on remplace dans la 
formule 

d‘= / 4— c' * 

le côté c i»ar sa valeur /4— d, on trouve 
d'= / 2-f-d; 

par conséquent, chaque diamètre peut être calculé au moyen 
du précédent. On a dès lors : 

d = /¥ 

d* — ^ 2-|-d 

d"= /2+d' 

• • • • ■ t 

d |/ 3-j-d'^ 
et, enfin, c" = / 2^. 

Ces dernières formules conduisent à une expression du 
nombre ■k. Je remarque, en effet, que le double de l’apothème 
du polygone régulier de 21^+1 côtés, inscrit dans le cercle dont 

le rayon est un mètre, égale y/ 2-f- [/2 -f / 2 -f- etc., le 
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nombre des radicaux superposés étant K. Par conséquent, le 

côté de ce polygone égale 1 / 2 - 1 / 2 + 1 / 2 + v^2+etc., 
et la moitié de son périmètre a pour expression 

2^ 1/2 — [/ 2 +^/ 2 + /2 + etc. 

Si je suppose que 1e nombre K et, par suile, 1e nombre 2'"*’ 
des côtés du polygone croissent indéfiniment, j’aurai 

7t = limite2'' \/ 2 — 2 + / 2 + etc. 

Dans celte formule le nombre des radicaux placés sous le pre- 
mier radical est égal à K. 

PROBLÈMES NUMÈRigpES. 

1 . Calculer le côté et l’apolliéme de l’octogone régulier en 
fonction de son rayon. — Faire une application des deux for- 
mules en supposant le rayon égal à 4"’,50. 

2. Calculer le côté et l’apolbème du dodécagone régulier en 
fonction de son rayon. — Faire une application des deux for- 
mules en supposant le rayon égal à t”,50. 

3. Démontrer que le rapport d’une circonférence à son dia- 
mètre est compris entre les nombres 3 et 4, par la seule con- 
sidération des périmètres de l’bexagone régulier inscrit dans 
cette circonférence et du carré circonscrit. 

4. Vérifier que la somme des côtés du carrée! du triangle 
équilatéral, inscrits dans un même cercle, surpasse la moitié 
de la circonférence de ce cercle d’une (|uantité moindre qu’un 
demi-centième du rayon. 

5. Si l’on construit un triangle rectangle dont les côtés de 
l’angle droit soient égaux au diamètre d’une circonférence et 
à l’excès du triple du rayon sur le tiers du côté du triangle 
équilatéral inscrit, l’hypoténuse de ce triangle rectangle repré- 
sente, à Q,0001 du rayon, la moitié de celte circonférence. 

6. Si deux polygones réguliers P, ont le même périmètre, 
et que run ait deux fois plus de côtés que l’autre : 1" l’apothème 
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du polygone P' est égal à la demi-somme du rayon et de l’apo- 
thème du polygone P; 2° le rayon de P' est moyen proportion- 
nel entre l’apothème du même polygone et le rayon de l’autre. 

PROBLÈMES GRAPHIQl'ES. 

1. Une circonférence et un point étant donnés, tirer de ce 
point une sécante qui divise la circonférence en deux arcs 
proportionnels aux nombres 11 et 13. 

2. Le côté du triangle équilatéral circonscrit à un cercle est 
le double du côté du triangle équilatéral inscrit dans ce cercle. 

3. L’apnlhème de ITiexagone régulier inscrit dans un cercle 
est égal à la moitié du côté du triangle équilatéral inscrit dans 
le même cercle, 

4. Si la distance des centres de deux cercles qui se coupent 
à angle droit est égale au double de l’un des rayons, la corde 
commune est le côté de Tbexagone régulier inscrit dans l’un 
de ces cercles et le côté du triangle équilatéral inscrit dans 
l’autre. 

5. Quel est le lieu géométrique des points tels que la somme 
des carrés des distances de chacun d’eux aux sommets d’un po- 
lygone régulier, qui a un nombre pair de côtés, soit constante? 

G. Décrire une circonférence telle que le périmètre du carré 
inscrit dans cette courbe soit égal à celui du triangle équila- 
téral circonscrit à une circonférence donnée. 

7. Construire un losange dont le côté ait une longueur don- 
née et soit aussi moyei)ne proportionnelle entre les deux dia- 
gonales. 

8. Construire un carré dont on connaît la somme, ou la dif- 
férence de la diagonale et du côté. 
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Proghamiie : De l’aire des polygones el de celle du cercle. — Mesure de 
l’aire du reclaugle, du parallélogramme, du triangle, du trapèze, d’un 
polygone quelconque. — Méthode de la décomposiliou en triangles el en 
trapèzes rectangles. 


DÉFINITIONS. 


1. On prend pour base d’un parallélogramme ABCD un côté 
^ ^ ^ quelconque DC de ce quadrilatère. La per- 

j j ~j pendiculaire EF, qui mesure la distance de 

! j j la base DC au côté opposé AB, a reçu le nom 
F 1: de ftaittewr du parallélogramme. 


A E 

fT 

B 

7 

/ 

' 1 

/ L- 

/ 

I) F 

G 

2. Un 

trapèzi 

A K 

V, 

/ 1 \ 


sont parallèles. 

Ti T! Tout trapèze ABCD a pour bases ses côtés 

/ ! \ parallèles AB, CD, et pour hauteur la per- 

/ ' pendiculaire EF qtii mesure la distance de ses 

deux bases. 

3. On appelle aire l’étendue superficielle d’une figure quel- 


conque. 

Si deux figures ont des aires égales, sans avoir la même 
forme, on dit qu’elles sont ênuiraleitles. 
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THÉORÈME I. 

Deux rectangles ABCD, ABEF, de même haxiteur AB, sont 
^ proportionnels à leurs bases BC, BE. 

Je suppose le rapport des deux bases BC, 


A K L F 



I 

j 1 


li G n ] •; 

G 


5 

BE égal à--(tb, déf. 2); ces lignes ont dès 

O 

lors une commune mesure BG contenue 5 fois dans BC et 3 fois 
dans BE. Par les points G, H, etc., qui divisent BC en 5 parties 
égales, j’élève des perpendiculaires sur cette droite; ces per- 
pendiculaires partagent le rectangle ABCD en cinq rectangles 

ABGK, KGHL, LHEF, égaux entre eux (10, V, c), car leurs 

bases BG, GH, HE, sont égales par hypothèse, et leurs hau- 
teurs AB, GK, HL, le sont aussi, comme parallèles com- 

prises entre parallèles. Or, le rectangle ABEF est fermé de 
trois de ces rectangles partiels; par conséquent, les rectangles 
ABCD, ABEF, ont une commune mesure ABGK qu’ils con- 
tiennent autant de fois que leurs bases BC, BE, contiennent 

leur commune mesure BG, et le rapport surfaces 

5 BC 

de ces rectangles est égal à -» ou au rapport^ de leurs bases. 

O BE 

(Corollaire— Deux rectangles de même base sont propor- 
tionnels à leurs hauteurs. 


A'! 


THÉORÈME H. 

Deux rectangles quelconques sont proportionnels aux pro- 
duits de leurs bases par leurs hau- 
teurs. 

Soient R, R^ deux rectangles, h, h', 
leurs hauteurs et 6 , b', leurs bases; 
je construis un rectangle R" qui ait 
la même base b que le premier rec- 
tangle et la même hauteur h' que le 
second. Les deux rectangles R, R", ayant la même base b, 
AM. 10 


/'i 


6 
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le rapport de leurs surfaces est égal à celui de leurs hauteurs 
(1), c’est-à-dire qu’on a : 

L — 

R'' “ h> ' 

comme les hauteui‘8 des rectangles R", R' sont aussi égales, 
j’en conclus pareillement que 

R' ~ 6' ■ 

Je multiplie ensuite les deux égalités précédentes membre à 
membre, et, après la suppression du facteur R" commun aux 
deux termes du premier produit, je trouve : 

R h xb 

W~ 7T^‘ 


Exemple . — Soient A = 1 ",5, 6 = 3“,2, A'=t'",2 et A'=2“,4, 
il en résulte que 


R' 


l,5x3,2_lSx32_b 
1,2x2, 4~12 x24“3’ 


Le rectangle R est donc égal aux — du rectangle R'. 

O 


THÉORÈME III. 


L'aire d’un rectangle est égale au produit de sa base par sa 
hauteur, si l'on prend pour unité de surface le carré consiruil 
sur l'unité de longueur. 

Soit à mesurer le rectangle R dont je repré- 
sente la base par b et la hauteur par A ; je prends 
pour unité de surface le carré construit sur 
l’imilé de longueur, et j’ai, d’après le théo- 
rème précédent : 



ou R=AxA, 


R_6xA 
1 ”1x1’ 

Or les nombres R, A et A sont les mesures du rectangle, de 
sa base et de sa hauteur ; donc l’égalité précédente exprime 
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que l'aire de ce reclangle est égale au produit de» deux nom- 
bres qui représeiUeiit les mesures de sa base et de sa hauteur. 

On énonce ordinairement ce résultat de la manière suivante : 
L’aire d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa 
hauteur. 

Corollaire. — L’aire d'un carré est égale au produit de sa 
base par sa hauteur, c’est-à-dire égale à la seconde puissance 
de son côté. 

Réciproquement, la seconde puissance d’un nombre quelcon- 
que peut être comidérée comme l’aire du carré dont le côté est 
égal à ce nombre. Ce corollaire et sa réciproque expliquent la 
synonymie des mots carré et seconde puissatice d’un nombre, 
employés dans l’arithmétique. 

Remarque.— Si l’on prend le métré pour unité de longueur, 
le mètre carré sera l’unité de surface. 

THÉORÈME IV. 

L’aire d’\tn parallélogramme ARCD est égale au produit de 
sa base AR par sa hauteur RE. 

Par les extrémités A et R de la base du 

! \! parallélogramme ABCD, j’élève des per- 

^ ^ pendiculaires sur cette ligne jusqu’à la ren- 
contre du côté opposé bC, et je dis que 
le parallélogramme ABCD est équivalent au rectangle ABEF. 
j En effet, les triangles rectangles ADF, BCE, ont les hypoté- 
nuses AD, BC, égales comme côtés opposés du parallélo- 
gramme (10, 1); leurs côtés AF, BE, adjacents aux angles 
droits F et E, sont égaux par une raison semblable; donc ces 
triangles rectangles sont égaux (6, V). 

Je remarque ensuite qu’en retranchant successivement du 
quadrilatère ABCF chacun de ces triangles, le parallélogramme 
ABCD et le rectangle ABEF que je trouve pour restes sont 
équivalents. Or le rectangle a pour mesure ABxBE (111); donc 
l’aire du parallélogramme est aussi égale à ABxBE, c’est-à- 
dire au produit de sa base AB par sa hauteur BE. 
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Corollaire. — Deux parallélogrammes qui ont les bases 
égales sont proportionnels à leurs hauteurs — Si deux paral- 
lélogrammes ont leurs hauteurs égales, ils sont proportionnels 
à leurs bases. 


THÉORÈME V. 

Laire d’un triangle est égale à la moitié 
du produit de sa base par sa hauteur. 

Soit ABC le triangle donné; des extré- 
mités A et C du côté AC je mène des droites 
AD, CD, respectivement parallèles aux deux 
autres côtés BC, BA. Les triangles ABC, ACD sont égaux; car 
ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun, puisque le 
quadrilatère ABCD est un parallélogramme. Par conséquent, 
le triangle ABC est la moitié du parallélogramme ABCD, qui 
a la même base BC et la même hauteur AE que lui. 

Or, le parallélogramme a pour mesure le produit BCxAE 
(IV); donc l’aire du triangle est égale à la moitié du même 
produit, c’est-à-dire à la moitié du produit de sa base BC par 
sa hauteur AE. 

Corollaire I. — Deux triangles qui ont les bases égales sont 
proportionnels à leurs hauteurs. — Si deux triangles ont les 
hauteurs égales, ils sont proportionnels à leurs bases. 



Corollaire IL— Deux triangles qui ont les bases égales et 
les hauteurs égales sont équivalents. 

Corollaire 111. — Soit c la longueur du côté d’un triangle 

équilatéral; la hauteur de ce triangle est égale à 1/ c’ — 

c’est-à-dire à î par conséquent sa surface a pour mesure 


c 




ou 


cV 3. 

\ 
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THÉORÈME VI. 

L’aire d’un <roppze ABCD est égale au 
produit de sa hauteur AE par la demi- 
somme de ses bases AB, CD. 

Je prolonge la base inférieure DC 
d’une longueur CF égale à la base supé- 
rieure AB, et je tire la ligne droite AF qui coupe le côté BC au 
point G. Les triangles ABG, CGF ont un côté égal, adjacent à 
deux angles égaux chacun à chacun : en effet, les côtés CF, AB 
sont égaux par hypothèse; l’angle ABG égale l’angle FCG, 
parce qu’ils sont alternes-interncs par rapport aux deux pa- 
rallèles AB, CF et à la sécante BC; il en est de même des 
angles BAG, CFG; les triangles ABG, CGF sont donc égaux. 
Si je les retranche successivement de la figure ABGFD, le 
trapèze ABCD et le triangle AFD que j’obtiens pour restes 
sont équivalents; mais le triangle a pour mesure AExî DF, 
donc l’aire du trapèze égale aussi AEXjDF, c’est-à-dire lo 
produit de sa hauteur AE par la demi-somme de ses deux 
bases DC, AB. 

Corollaire. — Le trapèze ABCD a aussi pour mesure le pro- 
duit de sa hauteur AE par la ligne droite GH qui joint les mi- 
lieux G, H, de ses côtés non parallèles AD, BC. 

En effet, les deux triangles ADF, AGIl, qui ont un angle 
commun compris entre côtés proportionnels, sont semblables 
(21, 111); le rapport de GH à DF est donc le même que celui de 
AH à AD, c'est-à-dire que la droite GH égale la moitié de la 
droite DF ou la moitié de la somme des bases AB, CD du tra- 
pèze. Par suite, ce quadrilatère a pour mesure le produit de 
AE par GH. 

PROBLÈME 1. 

.Mesurer la surface d'un polygone quelconque. 

Ce problème est susceptible de plusieurs solutions que je 
vais exposer successivement : 
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1» Pour évaluer l’aire d’un polygone 
ABCDE tracé sur le papier ou sur le ter- 
rain, on le décompose en triangles, soit 
en menant les diagonales d’un sommet, 
par exemple A, à tous les autres; soit en 
tirant des lignes droites d’un point quel- 
conque O de sa surface à tous ses som- 
mets. On calcule ensuite les aires de ces 
triangles, et l’on en fait la somme. Le ré- 
sultat de cette addition est la mesure de 
la surface du polygone proposé. 

2° Lorsque le polygone dont on de- 
mande la mesure est tracé sur le papier, 
on peut le transformer en un triangle équivalent, et mesurer 
ensuite la surface de ce triangle. 

Pour compléter cette solution, je 
vais indiquer comment on trans- 
forme un |M)lygone, par exemple le 
pentagone ABCDH, en un triangle 
équivalent. Je lire la diagonale BD 
qui retranche du pentagone le trian- 
gle BDC, et je mène par le som- 
met G de ce triangle la droite CL parallèle à BD. Je prolonge 
ensuite le côté AB du polygone jusqu’à la rencontre de CL, et 
je joins leur intersection L au point D par la droite DL. Le 
triangle CBD est équivalent au triangle LBD (V), parce qu’ils 
ontja même base BD et les hauteurs égales, leurs sommets C 
et L se trouvant sur une parallèle à la base. Dès lors, si je rem- 
place dans le pentagone ABCDH le triangle CBD par le triangle 
équivalent LBD, le nouveau polygone LBAHD est équivalent 
au pentagone; maislcs trois points. \, B,L, étant en ligne droite, 
la figure LBAHD n’a que quatre côtés. Par conséquent, j’ai 
transformé, par la construction précédente, le polygone pro- 
posé en un autre qui lui est équivalent et a un côté de moins. 

En appliquant cette construction au quadrilatère ALDH, je 
le transforme en un triangle LDK qui lui est équivalent; l’aire 
de ce triangle est par suite égale à celle du pentagone ABCDH. 
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3“ Lorsque le polygone est tracé sur te terrain, on emploie 
de préférence la méthode suivante ; 


Soit à évaluer l’aire du poly- 
gone ABCDHKL ; on tire la plus 
grande diagonale CK, et par les 
sommets extérieurs à celte ligne 
on mène des perpendiculaires 
sur sa direction. Ces perpendi- 
culaires décomposent la figure 
en triangles rectangles et en tra- 
pèzes. On calcule ensuite les aires de ces figures partielles, et 
Ton en fait la somme. 

Ce procédé est préféré dans l’arpentage, à cause de la Licililé 
avec laquelle on trace des perpendiculaires, sur le terrain, au 
moyen de l’instrument appelé équerre d'arpeuteur. 



PROBLÈMK II. 

Construtre un carré équivalent à un polygone. 

t« Si le polygone proposé est le triangle 
ABC, je tire sa hauteur AD et je désigne 
par X le côté du carré qui lui est équivalent. 

L’aire du triangle est égaleà | BCx AD (V), 
et celle du carré égale à X’ (111). Pour que 
le carré soit équivalent au triangle, il faut donc qu’on ait : 
X*=abCxAD; 

j’en conclus que 

AD_ X 
X “ |BC 

c’est-à-dire que le côté X du carré demandé est moyenne pro- 
portionnelle entre la hauteur AD et la moitié de ta base BC du 
triangle donné. 

2" Si ta surface du polygone proposé a pour mesure le pro- 
duit de deux lignes droites connues, comme il arrive pour le 
parallélogramme et le trapèze, on démontre, par un raisonne- 
ment analogue au précédent, que le côté du carré équivalent 
à ce polygone est moyenne proportionnelle entre les deux li- 
gnes dont le produit exprime la mesure de sa surface. 

•> Lorsque l’aire du polygone proposé ne s’exjirime pas 
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immédiatement par le produit de deux lignes droites, je trans- 
forme ce polygone en un triangle équivalent (Problème I), et 
je construis ensuite le carré équivalent à ce triangle. 

PROBLÈMES NIMÉRIQUES. 

1. Calculer, à moins d’un centimètre carré, faire du rec- 
tangle dont la base est égale à t0“>,75 et la diagonale à t5“,l5. 

2. Calculer l’une des hauteurs et faire du triangle dont les 
côtés sont égaux respectivement à t"',20, 1">,85 et 2'“,25. 

3. L’aire d’un trapèze est égale à 2034”S60; sa hauteur est 
de 18"‘,40, et sa base inférieure de 54"',48. Calculer sa base 
supérieure à moins d’un centimètre. 

4-. Calculer en hectares faire d’un hexagone régulier dont 
le côté a 450 mètres de longueur. 

5. Calculer, à moins d’un centimètre carré, faire d’un octo- 
gone régulier inscrit dans un cercle dont le rayon est de 2™, 25. 

6. Calculer en hectares faire d’un losange dont le côté est 
égal à la plus petite diagonale, sachant que la longueur de 
chacune de ces lignes est de 20“', 50. 

7. Calculer, à un centimètre près, le côté du carré é(iuiva- 
lent au triangle équilatéral dont l’apothème a 2">,50 de lon- 
gueur. 

PROBLÈMES GRAPHigUES. 

t. L’aire d’un trapèze est égale au produit de l’un des cô- 
tés non parallèles parla distance de ce côté au milieu du côté 
opposé. 

2. Tracer par le sommet C d’un triangle ABC une ligne 
droite MN telle que le trapèze qu’elle forme avec le côté AB et 
les perpendiculaires menées des deux autres sommets A, B sur 
MN soit équivalent à un carré donné. 

3. Si les angles A, A' des deux triangles ABC, A'B'C' sont 
égaux ou supplémentaires, les aires de ces triangles sont pro- 
portionnelles aux produits ABxAC, A'B'xA'C' des côtés qui 
forment les angles A, A'. 

4. Transformer un triangle rectangle eu un triangle isocèle 
qui lui soit équivalent cl (jui ait avec lui un angle commun. — 
Combien ce problènve a-t-il de solutions? 
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5. Transformer un polygone régulier en un au Ire polygone 
régulier qui lui soit équivalent et ait deux fois plus de côtés. 

6. Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une • 
ligne droite perpendiculaire à l’un de ses côtés. 

7. Diviser un triangle en trois parties proportionnelles à 
des longueurs données, en joignant un point de l’intérieur 
à tous les sommets.— Cas particulier dans lequel les trois lignes 
données sont égales. 

8. Inscrire dans un cercle un trapèze dont la hauteur et la 
surface sont données. (La grandeur d’une surface est détermi- 
née par le côté du carré qui lui est équivalent.) 

9. La position et la longueur de deux lignes droites étant 
données, trouver le lieu des points tels qu’en les joignant aux 
extrémités de ces lignes on forme deux triangles dont les aires 
soient proportionnelles à deux lignes droites données M et N. 
Examiner le cas d’égalité de M et N. 

tO. Par un point donné sur le plan d’un angle, mener une 
sécante telle que l’aire du triangle qu’elle fait avec les côtés de 
cet angle soit égale à un carré donné. 

11. Par un point donné sur le plan d’un angle, mener une 
sécante telle que le produit des distances du sommet de l’angle 
aux deux points d’intersection soit égal à un carré donné. 

12. Le produit de deux côtés d’un triangle est égal au pro- 
duit de la hauteur, perpendiculaire au troisième côté, par le 
diamètre du cercle circonscrit. — Déduire de ce théorème que 
l’aire d’un triangle est égale au produit de ses trois côtés di- 
visé par le double du diamètre du cercle circonscrit. 

13. Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une 
parallèle à une ligne droite donnée. 

14. Mener par un sommet d’un quadrilatère une ligne droite 
qui divise sa surface en deux parties équivalentes. 

15. Si dans un quadrilatère quelconque on mène par les mi- 
lieux de chacune des diagonales une parallèle à l’autre, et 
qu’on joigne leur point de concours aux milieux des côtés du 
(juadrilatère, il sera partagé en quatre quadrilatères équiva- 
lents. {Noux'dli's Annaks, 1850.) 
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Programme ; Relations entre le carré construit sur le côté d'un tritngle 
opposé à un angle droit, ou aigu, ou obtus, et les carrés consiruiu sur 
les deux autres côtés. 


REMARQUE. 

La vingt-troisième leçon et la vingt-quatrième renferment 
plusieurs théorèmes dans lesquels on considère le produit de 
deux lignes droites. Or, on sait (30, 11) qu’un tel produit peut 
être considéré comme la mesure de faire du rcdangle construit 
sur ces deux lignes: par conséquent, ces théorèmes sont sus- 
ceptibles d’une interprélalion purement géométrique et, par 
suite, d’une démonstration nouvelle. J’examinerai seulement 
les trois théorèmes relatifs au carré d’un côté d’un triangle 
opposé à un angle droit, ou aigu, ou obtus. 

THÉORÈME I. 

Le carré construit sur Vhypotémisf d'un triangle rectangle 
est éguiralent à la somme des ciirrés construits sur les deux 
autres côtés. 

Soit ABC un triangle dont fangle BAC 
est droit; je construis un carré sur cha- 
cun de ses côtés, et je dis que le carré 
BCDE fait sur f liypoténuse BC est équiva- 
lent à la somme des carrés ABFG, ACHK 
faits sur les deux autres côtés AB, AC. 
J’abaisse du sommet A de l’angle droit 
la perpendiculaire AM sur f hypoténuse ; le prolongement Mi\ 
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de cette ligne partage le carré BCDE en deux rectangles BEMN, 
CDMN, respectivement équivalents aux carrés ABFG, ACHK, 



qui leur sont adjacents. En effet, l’aire 
du rectangle BEMN est le double de celle 
du triangle ABE, parce qu’ils ont la 
même base BE et les hauteurs égales, le 
sommet A du triangle étant sur le pro- 
longement de la base supérieure MN du 
rectangle (30, 111 et V). Pareillement 
l'aire du carré ABFG est le double de 


celle du triangle BCF, puisqu’ils ont la même base BF et les 
hauteurs égales, le sommet C du triangle étant sur le prolon- 
gement de la base supérieure GA du carré. La démonstration 
de l’équivalence du rectangle BEMN et du carré ABFG revient 
donc à celle de l’égalité des deux triangles ABE, BCF. Or, d’a- 
près la construction de la figure, les côtés BF et BC de l’un 
égalent respectivement les côtés BA et BE de l’autre; de 
plus, les angles FBC, ABE, compris entre ces côtés, sont 
égaux parce que chacun d’eux est égal à l’angle ABC aug- 
menté d’un angle droit. Donc les triangles ABE, BCF sont 
égaux (3, IV), et le rectangle BEMN est équivalent au carré 
ABFG. 


Je prouverais de même l’équivalence du rectangle CDMN et 
du carré ACHK ; par conséquent, le carré BCDE fait sur l’hy- 
poténuse BC est équivalent à la somme des carrés ABFG, ACHK, 
faits sur les deux autres côtés AB, AC. 


Corollaire I. — Les carrés faits sur les deux côtés de l'angle 
droit du triangle rectangle ABC sont proportionnels aux pro- 
jections de ces côtés sur l'hypoténuse. 

En effet, le rapport des carrés ABFG, ACHK est le même que 
celui des rectangles BEMN, CDMN qui leur sont équivalents; 
par conséquent, il est égal au rapport des bases BM, CM, de ces 
rectangles qui ont la même bauteur MN (30, 1). 

Corollaire 11. — Les carrés faits sur l’hypoténuse et l’un des 
côtés de l'angle droit du triangle rectangle ABC sont propor- 
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tionnels à l'hypoténuse et à la projection du côté de l’angle droit 
sur l'hypoténuse. 

Le rapport des carrés BCDE, ABFG, est le même que celui 
du carré BCDE et du rectangle BEMN ; par conséquent, il est 
égal au rapport des bases BC et BM de ces rectangles qui ont la 

THÉORÈME II. 

le carré comtruit sur un côté opposé à 
un angle aigu est équivalent à la somme 
des carrés constrtiils sur les deux au- 
tres côtés, diminuée de deux fois le rec- 
tangle qui aurait pour dimemiom l'un 
des côtés del’angle aigu et laprojection 
de l'autre côté sur le premier. 

Soit ABC un triangle dans lequel le 
côté BC est opposé à Tangle aigu BAC ; 
je construis un carré sur chacun des côtés de ce triangle, et je 
dis que le carré BCDE fait sur le côté BC est équivalent à la 
somme des carrés ABFG, ACHK faits sur les deux autres côtés 
AB, AC, moins le double du rectangle ayant pour dimensions 
le côté AB et la projection du côté AC sur AB. 

J'abaisse des sommets du triangle ABC les perpendiculaires 
AN, BS, CP sur les côtés opposés; ces perpendiculaires parla- 
gent les trois carrés en six rectangles. Je vais démontrer que 
deux rectangles consécutifs et placés sur les côtés d’un même 
angle, par exemple BE.MN, BFPO, sont équivalents. En effet. 
Faire du rectangle BEMN est le double de celle du triangle 
ABE, parce qu’ils ont la même base BE et les hauteurs égales, 
le sommet A du triangle étant sur le prolongement de la base 
supérieure MN du rectangle (30, 111 et V); par la même raison. 
Faire du rectangle BFPO est le double de celle du triangle 
BCF. La démonstration de l’équivalence des deux rectangles 
BEMN, BFPO, revient donc à celle de l’égalité des triangles 
ABE, BCF. Or, d’après la construction de la figure, les côtés 
BA, BE du premier triangle sont égaux respectivement aux 


même hauteur BE. 


Dans tout triangle, 
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côtés BF, BC du second, et les angles ABE, FBC compris entre 
ces côtés sont égaux, parce que chacun 
d’eux est la somme de l’angle ABC et 
>a d’un angle droit. Donc les triangles 
ABE, BGF sont égaux (3, IV) ; les rec- 
tangles BEHIN , BFPO sont par suite 
équivalents. 

Je prouverais de même l’équivalence 
des rectangles CDMN, CHSR et celle des 
rectangles AKSR, AGPO- Par conséquent le carré BCDE est 
équivalent à la somme des rectangles BFPO, CHSR, ou à celle 
des carrés ABFG, ACHK, diminuée des deux rectangles équi- 
valents AGPO, AKSR. Or le rectangle AGPO a pour mesure le 
produit AGxAO (30, III), ou ABxAO; on a donc : 
BC*=AB‘-t-AC*— 2 ABxAO. 

11 est évident d’ailleurs que la ligne droite AO est la projection 
du côté AC de l’angle aigu BAC sur l’autre côté AB de cet 
angle. 



THÉORÈME III. 

Dans tout triangle, le carré construit sur un côté opposé à 
un angle obtus est équivalent à la somme 

P 

c \ des carrés construits sur les deux autres 

“ ” cdtés, augmentée de deux fois le rectangle 

gui aurait pour dimensions Vun des côtés 
® de l’angle obtus et la projection de l'autre 

/ j côté sur le premier. 

I Soit ABC un triangle dans lequel le côté 

^ ^ BC est opposé à l’angle obtus BAC ; je cons- 

truis un carré sur chacun des côtés de ce triangle, et je dis 
que le carré BCDE tait sur le côté BC est équivalent à la somme 
des carrés ABFG, ACHK, faits sur les deux autres côtés AB, 
AC, augmentée de deux fois le rectangle ayant pour dimensions 
le côté AB et la projection du côté AC sur AB. 

J’abaisse des sommets du triangle ABC les perpendiculaires 
AN, BS, CP sur les côtés opposés; ces perpendiculaires et les 
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côtés (les trois carrés font six rectangles BEMN, CDMN, BFPO, 
AGPO, GHSR, AKSR. Je démontre, comme 
dans le théorème précédent, l’équivalence 
de deux rectangles consécutifs et placés sur 
l(js côtés d’un même angle ou sur leurs pro- 
longements ; par conséquent , le carré 
BCDE est écpiivalent à la somme des rec- 
tangles BFPO, CllSR, ou à celle des carrés 
ABFG, ACHK, augmentée des deux rectangles équivalents 
AGPO, AKSR. Or, le rectangle AGPO a pour mesure le produit 
AGxOA (30, 111), ou ABxOA; on a donc : 

BC*=AB’-t-AC’-f 2 ABx AO. 

11 est d’ailleurs évident que la ligne droite AO est la projection 
du côté AC de l’angle obtus sur l’autre côté AB de cet angle. 

PROBLÈMES. 

1 . Démontrer que le carré construit sur la diagonale d’un 
carré est le double du carré proposé. 

2. Le carré fait sur la somme de deux lignes droites est équi- 
valent à la somme des carrés faits sur chacune de ces lignes, 
augmentée du double de leur rectangle. 

3. Le carré fait sur la différence de deux lignes droites est 
équivalent à la somme des carrés faits sur chacune de ces 
lignes, diminuée du double de leur rectangle. 

4. Le rectangle construit sur la sotnme et la différence de 
deux lignes droites est équivalent à la différence des carrés de 
ces lignes. 
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PaofiiiAaiiE ; Le rapport des aires de deux polygones semblables est le même 
que celui des carrés des côtés homologues. 


THÉORÈME I. 


Les aires de deux triangles semblables ABC, A'B'C' sont pro- 
portionnelles aux carrés de leurs côtés homologues. 

Les triangles ABC, A'B'C' étant 
semblables, leurs bases AB, A'B^ 
sont proportionnelles à deux cô- 
^ tés homologues ; par conséquent, 
j’ai Légalité 



AB _ AC 
A'B' A'C’’ 


Des sommets C et C' je tire les lignes droites CD, C'iy, res- 
pectivement perpendiculaires aux bases AB, A'B'. Les triangles 
rectangles ACD, A'C'D' sont semblables (21, II, c), car ils ont 
les angles aigus A et A! égaux par hypothèse; il en résulte que 
CD _ AC 
C'D' — A'C'' 

Je multiplie membre à membre les deux égalités précédentes, 
et je trouve 

AB xCD _ AC« 

A'B'XC'D' — A'C'«‘ 

Or, l’aire du triangle ABC est égale à la moitié du produit 
ABxCD et l’aire du triangle A'B'C’ égale à la moitié du pro- 
duit A'B'xC'D' (30, V); donc le rapport des aires de ces trian- 
gles est le même que celui des carrés de leurs côtés homologues 
AC, A'C'. 
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THÉORÈME II. 

Les aires de deux polygones semblables ABCDE, A'B'C'D'E', 
sont proporlionnelles aux carrés de leurs côtés homologues. 

Je décompose les deux polygones sem- 
blables ABCDE, A^B C^D'E', en un même 
c nombre de triangles semblables, en tra- 
çant leurs diagonales homologues par les 
deux sommets homologues A et A' (21, VII). 
Les deux triangles ABC, A'B'C' étant sem- 
blables, j’ai légalité ( 1 ) 

ABC _AC» 

A'B'C' ~A'C'*’ 

il résulte aussi de la similitude des triangles 
ACD, A'C'D', que 
ACP _AC* 

A'C'iy ~ A'Cy ■ 

Les deux égalités précédentes ayant un rapport commun, j’en 
conclus 

ABC _ACD 

FB^“ Â^C^’ 

c’est-à-dire que les triangles semblables dans lesquels j’ai dé- 
composé les polygones ABCDE, A'B C'D'E' sont proportionnels. 

Les rapports ^^ 7 ^» sont donc égaux, et 1 on a 

ABC-l-ABD-t-ADE _ ABC 
A'B'C'-f A'C'iy-f A'IVE' “ A'B'C'" 

Or, le numérateur ABC-j-ACD-f-ADE est égal à l’aire du po- 
lygone ABCDE, et le dénominateur A'B'C' -f-A'C'iy-j-A'D'E' 
égal à l’aire du polygone A'B'C'D'E'; donc les aires de ces po- 
lygones semblables sont proportionnelles aux aires de deux 
triangles semblables ABC, A'B'C', ou aux carrés des deux côlés 
homologues AB, A'B' (1). 

PROBLÈME. 

Construire un polygone semblable à un polygone donné, 
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et let que son rapport à ce polygone soit égal à celui de deux 

lignes droites données. 

Je suppose 1“ que le polygone 
donné soit un carré; je désigne par A 
son côté, par X le côté du carré de- 
mandé, et par B, G, les deux lignes 
données; il s’agit de déterminer X 
de telle sorte qu’on ait : 

V_B 
A’“C' 

Cela posé, je prends sur une ligne droite indéfinie la lon- 
gueur DE égale à B et, à la suite, une longueur EF égale à G. 
Je décris une demi-circonféreuce sur la ligne DF comme dia- 
mètre, puis je mène la ligne droite EG perpendiculaire à DF; 
cette ligne coupe la circonférence au point G que je joins aux 
points D etF par les cordes GD, GF. Je prends ensuite sur GF 
une longueur GH égale au côté A du carré donné; je mène 
par le point II une parallèle à DF, et je la prolonge jusqu’au 
point K, où elle rencontre GD. La droite GK est le côté du carré 
demandé. 

Eu effet, l’angle HGK du triangle GHK étant droit (15, IV, c), 
on a (32, 1, c) ; 

GH’“ LH* 



Mais les parallèles KH, DF sont divisées en parties proportion- 
nelles (21, VI) par les lignes droites GK, GL, GH, issues du point 
G, c’est-à-dire que 

KL _ DE . 

LH ~ EF ’ 

par conséquent, on a aussi 

GK* _ DE 
GH* “ EF ’ 

GK« B 


La ligne droite GK est donc le côté X du carré clicrtlié. 


AU. 


11 
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2’ Soit donné un polygone quelconque A; je désigne par a 
l’un de ses côtés, par x le côté homologue du 
' polygone demandé X, et par b, c, les deux 

Z lignes droites données. 

J’ai, par hypothèse, 

X b 
A c’ 


6 * 1 - 



à cause de la similitude des deux polygones (II); il en résulte 
que 

X* b 

a’ c 

La détermination du côté x est donc ramenée à construire un 
carré qui soit au carré du côté a dans le rapport des deux lignes 
b et c. 

Je construis la ligne droite as d’après la méthode précédente, 
et je fais sur cette ligne un polygone semblable au polygone 
donné A (23, VIII), en regardant toutefois les lignes a: et a 
comme deux côtés homologues. 

Remarque . — Si le rapport des deux polygones était exprimé 
par celui de deux nombres, je prendrais pour les lignes ô et c 
deux lignes droites proportionnelles aux deux nombres donnés, 
etje ferais ensuite la construction précédente. 


l'ROBLÈMES. 

1 . Faire un carré égal à la somme ou à la différence de deux 
carrés. 

2. Deux polygones semblables étant donnés, construire un 
polygone qui leur soit semblable, et soit équivalent à leur 
somme ou à leur différence. 

3. Circonscrire à un triangle donné le plus grand des trian- 
gles semblables à un autre triangle donné. 

Construire un triangle qui soit semblable à un triangle 
donné, et dont les sommets soient placés sur trois circonfé- 
rences concentriques, ou sur trois lignes droites parallèles. 
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5. Diviser un triangle en un nombre quelconque de parties 
équivalentes par des parallèles à l’un de ses côtés. 

6. Construire un triangle équilatéral équivalent à la somme 
ou à la différence de deux polygones donnés. 

7. Inscrire dans un triangle donné un triangle semblable à 
un autre triangle donné. 

8. Mener par un point donné une ligne droite qui divise la 
surface d’un trapèze en deux parties proportionnelles à des 
lignes données m et n. 

9. Construire sur une base donnée un triangle équivalent à 
un polygone donné, et tel que la droite qui joint son sommet 
au milieu de la base soit moyenne proportionnelle entre les 
deux autres côtés. 

10. Deux droites parallèles et deux points étant donnés, tra- 
cer par ces points deux lignes droites qui se coupent sur l’une 
des parallèles et forment avec l’autre un triangle équivalent à 
un carré donné. 

11. Diviser un trapèze en un nombre quelconque de parties 
équivalentes par des parallèles à ses bases. 

12. Diviser, par une parallèle à la base, lasurface d’un trian- 
gle de telle sorte que Faire du trapèze soit moyenne propor- 
tionnelle entre les aires des deux triangles. 

13. Les périmètresde deux triangles semblables sont propor- 
tionnels aux rayons des cercles inscrits et aux rayons des cer- 
cles circonscrits. — Les aires de ces triangles sont proportion- 
nelles aux carrés des mêmes rayons. 

14. Par un point situé sur la bissectrice d’un angle, mener 
une sécante telle que la partie de cette droite comprise dans 
l’angle soit d’une longueur donnée.— Ce problème, dans le 
cas particulier de l’angle droit, est connu sous le nom de pro- 
blème de Pappus, célèbre géomètre grec qui vivait au iv siècle» 
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PaoftiAaHE : Aire d’un polygone régulier. — Aire d’un cercle, d'un secteur 
et d’un segment de cercle. — Rapport des aires de deux cercles de rayons 
différents. 


THÉORÈME I. 

L'aire d’un polygone régulier est égale au produit de son pé- 
rimètre par la moitié de son apothème. 

Soit O le cen Ire d’un polygone régulier, 
par exemple d’un hexagone Â6CDHK; 
de ce point je mène les rayons OA, 
OB, etc., aux sommets A, B, etc. Ces 
lignes décomposent le polygone en au- 
tant de triangles qu’il a de côtés; et ces 
triangles sont égaux entre eux, parce 
qu’ils ont les trois côtés égaux chacun 
à chacun (27, I). J’abaisse du centre O la perpendiculaire 
OP sur le côté AB; celle ligne OP est à la fois l’apothème du 
polygone et la hauteur du triangle OAB, qui a dès lors 
pour mesure le produit de sa base AB par la moitié de OP 
(30, V). Or le polygone proposé est formé de six triangles 
égaux à OAB; donc son aire est égale à six fois le produit 
OP 

AB X c’est-à-dire égale au périmètre 6AB multiplié par la 
2 

moitié de l’apothème OP. 

Corollaire. — Le rapport des aires de deux polygones régu- 
liers du même nombre de côtés est égal à celui des carrés de 
leurs apothèmes ou de leurs rayons, 

r 
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Les deux polygones réguliers ayant le même nombre de côtés 
sont semblables (27, 111); par conséquent, leurs surfaces sont 
entre elles comme les carrés des côtés homologues (33, II) ou 
des périmètres. Or, les périmètres sont proportionnels aux apo- 
thèmes et aux rayons des deux polygones réguliers (27, III); 
donc le rapport des surfaces de ces polygones est égal au rap- 
port des carrés de leurs apothèmes, ou de leurs rayons. 

Remarque.— L'aire d'un polygone quelconque, circonscrit à 
un cercle, est égale au produit de son périmètre par la moitié 
du rayon du cercle inscrit. 

La démonstration de ce théorème est identique à celle du 
théorème précédent. 


THÉORÈME II. 

L'aire d'un cercle est égale au produit de sa circonférence 
par la moitié de son rayon. 

J’inscris d’abord dans le cercle donné un 
polygone régulier quelconque , par exemple 
un hexagone, puis les polygones réguliers 
de 12, 2A, etc., côtés. L’aire de chacunde ces 
polygones est égale au produit de son péri- 
mètre par la moitié de sou apothème (1). 
Comme cette règle est indépendante du nombre et de la gran- 
deur des côtés du polygone régulier inscrit, elle est applicable 
au cercle qui est la limite des surfaces de ces polygones; par 
conséquent, l’aire du cercle est égale au produit de son péri- 
mètre, ou de sa circonférence, par la moitié de son apothème 
qui n’est autre que sou rayon. 

Corollaire. — Je désigne par R le rayon du cercle donné, et 
j’ai dès lors 

JJ 

cercle R = cire. R X — • 

2 

Si, dans cette expression de l’aire du cercle R, je remplace 
cire. R |>ar sa valeur 2irR (27,1V, c), je trouve : 
cercle R z= uR*. 
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Il résulte (le celle égalité : l«quepour calculer l’aire d'un cercle 
dont le rayon est donné, on peut multiplier le carré de son rayon 
par le rapport de la circonférence au diamètre; 2° qu’on obtient 
réciproquement la longueur du rayon d’un cercle dont l’aire 
est donnée, en divisant par ir le nombre qui exprime celte aire, et 
extrayant la racine carrée du quotient. 


THÉORÈME III. 


L'aire d’un secteur est égale au produit de la longueur de son 
arc par la moitié de son rayon. 

Soient G le centre et CA le rayon d’un cercle; 
je dis que l'aire du secteur ACB est égale au 
produit de la longueur de l’arc AB par la moitié 
du rayon CA. 

En effet, on a (15, II, c) 

sect. ACB ^ arc AB 
cercle CA cire. CA ’ 
et, en multipliant les deux termes du dernier rapport par la 



moitié du rayon CA, 

secL ACB 
cercle CA 


AD CA 

arc AB X -T 
2 


cire. CA X 


CA 


CA 


Le cercle CA ayant pour mesure le produit cire. CA x -5- 


(II), il résulte de l’égalité précédente que 

CA 

sect. ACB=arc. AB x • 

2 

Remarque J. —Si l’on désigne par R le rayon CA, et par n 
le nombre des degrés de l’arc AB, on a (27, IV, c) pour 

la longueur de cet arc; l’aire du secteur ACB est par suite 

, , ■TrRn R . itR’n 
égalea — XT • 
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Exemple : (.'alculer à un kilomètre carré près l’aire du sec- 
teur de 23“ 27' dans le cercle dont la circonférence a 40000 
kilomètres de longueur. 

, , I O , Tt R’ » , _ 

Si on remplace dans la formule „ — le rayon R par 


sa valeur 


et la quantité n par 23<> 27' ou 23“, 4S, on a 

2 


(40000)’ X 23,45 
4 TC X 360 

pour la mesure de la surface du secteur proposé. En calculant 
cette mesure à une unité près, on trouve 8293741 kilomètres 
carrés. 

Remarque //.—L’aire du segment AMR est égale à la diffé- 

® rence des aires du secteur CAMB et du triangle 
CAB. 

Lorsque la corde AB est le côté de l’un des po- 
lygones réguliers qu’on sait inscrire, on peut 
calculer celte corde en fonction du rayon par les 
moyens que donne la géométrie (28, 111), et obtenir l’aire du 
triangle CAB, puis celle du segment AMB. Dans tous les autres 
cas, il faut avoir recours à la trigonométrie. 


Exemple. Calculer, à moins d’un centimètre carré,, l’aire 
du segment de 90“ dans un cercle dont le rayon a 0">,t2 de 
longueur. 

L’arc de 90“ étant le quart de la circonférence, le secteur 
de 90“ est aussi le quart du cercle; il a donc pour mesure 
TrfO 121* 

— — (111), OU itX(0,06)*. Le triangle qu’il faut retran- 

cher du secteur, pour avoir le segment demandé, est le quart 
du carré inscrit dans le cercle proposé; par conséquent sa sur- 

face est égale à — (28, 1), ou à 2(0,06)’, L’aire du seg- 
4 

ment a donc pour mesure ir(0,06)’ — 2 <0,06)’, ou 
(7t — 2) (0,06)’. 

En calculant ce produit à un dix-millième près, on trouve 
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0,0041 ; par suite, Taire du segment est de 41 centimètres 
carrés. 


THÉORÈME IV. 


Les aires de deux cercles sont proporlionnelles aux carrés de 
leurs rayons. 

En effet, soient S et S' les aires de deux cercles, R et R', 
leurs rayons ; on a (II) : 

S = itR’, 


et 

dès lors 


S'=itR”; 

S_I^ 

S'~R'*‘ 


Corollaire 1. — Les aires de deux secteurs semblables, c’est- 
à-dire terminés par des arcs semblables, sont proportionnelles 
aux carrés de leurs rayons. 

Soient S et S' les aires de ces secteurs, R et R' leurs rayons, 

et n le nombre des degrés de leurs arcs; on a (111, c) : 

^tR*n 
* 

360 


et 

Par conséquent 


‘ 360 

S 

S'—IV'’ 


Corollaire H. — Les aires de deux segments semblables, 
c’est-à-dire terminés par des arcs semblables, sont proportion- 
nelles aux carrés de leurs rayons. 

Car le secteur et le triangle dont la différence est égale à Tun 
des segments sont respectivement semblables au secteur et au 
triangle qui forment l’autre segment. 


PROBLÈMES NUMÉRIQUES. 

1 . Un terrain, dont la forme est celle d’un hexagone régulier, 
a une superficie de 34 ares i9 centiares; on demande de calcu- 
ler le contour de ce terrain. (Concours de troisième 1853.) 
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2. Calculer le côté d’un losange, sachant que ce côté est égal 
à la plus petite diagonale, et que la surface du losange équi- 
vaut à celle d’un cercle de 10 mètres de rayon. (Concours de 
logique littéraire, 1854.) 

3. Calculer l’aire d’un cercle, dans lequel une corde de 
0™,4 de longueur sous-tend un arc de 120°. (Concours de troi- 
sième, 1855.) 

4. Calculer les aires du secteur et du segment de 30« dans le 
cercle dont le rayon est de 5">,20. 

5. Exprimer l’aire du cercle en fonction de sa circonfé- 
rence. Faire une application de la formule trouvée, en calcu- 
lant à un kilomètre carré l’aire d’un méridien terrestre. 

6. Trouver, à moins d’un millimètre, le rayon d’un cercle, 
en sachant que si ce rayon augmentait de 1 centimètre, l’aire 
de ce cercle augmenterait de 1 mètre carré. (Concours de 
logique littéraire, 1853.) 

7. Calculer, à un centimètre carré près, l’aire d’un cercle 
tel que la surface de l’hexagone régulier inscrit dans ce cercle 
soit de 10 mètres carrés. 


PROBLÈMES GRAPHIQUES. 


1 . Étant donné un hexagone régulier ÂBCDEF, on joint les 
sommets de deux en deux par les diagonales AC, BD, CE, DF, 
EA, FB, et l’on propose ; 1» de démontrer que le polygone 
abcdef formé parles intersections des diagonales consécutives 
sera régulier; 2» de trouver le rapport de la surface de ce poly- 
gone à celle de l’hexagone donné. (Concours de troisième, 
1855.) 

2. Si, sur les côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle 
comme diamètre, on décrit des demi-circonférences qui soient 
extérieures au triangle, chacune de ces courbes fait, avec la 
demi-circonférence menée par les sommets du triangle, une 
ligure qui a la forme d’un croissant et qu’on nomme fu»u/e 
d'Ilipprocrale, géomètre grec du v° siècle. Démontrer que la 
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somme des surfaces des deux lunules est équivalente à la sur- 
face du triangle rectangle. 

3. Üécrire un cercle qui touche intérieurement un cercle 
donné et divise sa surface en deux parties proportionnelles à 
deux lignes données. 

4. La surface comprise entre deux circonférences concen- 
triques est équivalente au cercle qui a pour diamètre une corde 
de la circonférence extérieure, tangente à la circonférence in- 
térieure. 

B. Décrire deux circonférences concentriques telles que la 
plus petite divise en deux parties équivalentes la surface com- 
prise dans la plus grande. 

6. Quel est le rapport des aires des hexagones réguliers in- 
scrit et circonscrit au même cercle? 

7. L’aire d’un dodécagone régulier est égale au triple du 
carré de son rayon. 

8. La somme des perpendiculaires menées d’un point quel- 
conque de l’intérieur d’un polygone régulier sur tous les côtés 
de ce polygone est constante. 

9. Si l’on partage le diamètre AB d’un cercle en deux seg- 
ments quelconques AC, CB, et qu’on décrive d’un côté de la 
droite AB une demi-circonférence sur le premier segment 
comme diamètre, et de l’autre côté une demi-circonférence 
sur le second segment, l’ensemble de ces deux lignes courbes 
divise la surface du cercle donné en deux parties proportion- 
nelles aux segments AC, CB du diamètre AB. 

10. Prenez sur la circonférence d’un cercle deux arcs AB, 
BC, respectivement égaux au quart et au sixième de la circon- 
férence; menez ensuite une sécante par le point A et le milieu 
de la droite BC; la corde interceptée sur cette sécante repré- 
sente, à moins d’un millième du rayon, le côté du carré équi- 
valent au cercle. (A'owreWes Annales, 1856.) 

11. Si l’on lire dans un cercle trois rayons OA, OB,jOC, for- 
mant entre eux des angles de 120<’, et qu’on prenne sur ces 
droites les longueurs OA', OB', OC' égales au côté du carré in- 
scrit dans le cercle, le triangle équilatéral A'B'C' est équiva- 
lent à l’hexagone régulier inscrit dans le même cercle. 
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12. Construire sept hexagones réguliers égaux, de manière 
que six d’entre eux aient deux sommets situés sur une circon- 
férence donnée et un côté commun avec le septième, qui doit 
avoir le même centre que cette circonférence. — Démontrer 
que le polygone concave, formé de ces sept hexagones, est 
éciuivalent à l’hexagone régulier inscrit dans la circonférence 
donnée . 


FIN DE LA GÉOMÉTRIE PLANE. 
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FIGURES DANS L’ESPACE 


PREMIÈRE ET DEUXIÈME LEÇON. 

Prograhme : Du plan et de la ligne droite. — Deux droites qui se coupent 
déterminent la position d'un plan. — Conditions pour qu’une droite soit 
perpendiculaire it un plan. — Propriétés de la perpendiculaire et des 
obliques menées d'un même point à un plan. 


DÉFINITIONS. 

4 . Le plan est une surface telle que la lisne droite, menée 
par deux points quelconques de cette surface, coïncide avec elle 
dans toute son ctendtie. 

La position d’un plan dans l'espace n’est pas déterminée, 
s’il n’est assujetti tju’à la condition de passer par une ligne 
droite donnée; car on peut le faire tourner sur cette ligne 
comtn^ axe sans qu’il cesse de la contenir, et le faire passer suc- 
cessivement par tous tes points de l’espace. 

2. Il résulte de la définition précédente que toute ligne 
droite qui traverse un plan, c’est-à-dire qui se trouve en partie 
d’un côté de ce plan et en partie de l’autre côté, ne peut avoir 
qu’un |K)int commun avec lui, puisqu’ils ne coïncident pas. 
Par conséquent, lorsqu’un plan el une liqne droite se coupent, 
AM. 12 
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leur intersection est un point. Ce point a reçu le nom de pied 
de la ligne droite. 

3. Une ligne droite et un plan qui se rencontrent sont per- 
pendiculaires l*un à Eautre, si la ligne droite est perpendicu- 
laire à toutes les lignes droites qu’on peut mener par son pied 
dans le plan. 

On dit qu’une ligne droite est oblique à un pian, lorsqu’elle 
le rencontre sans être perpendiculaire à toutes les lignes 
droites qu’on peut mener par son pied dans ce plan. 

> * 

THÉORÈME 1. 

On peut faire passer un plan par deux lignes droites qui se 
coupent, et Von ne peut en faire passer qu’un seul. 

Soient AB, AC, deux lignes 
droites qui se coupent au point A; 
je mène un plan quelconque P par 
i. la ligne droite AB, et je le fais 
U tourner autour de cotte ligne jus- 
qu’à ce qu’il passe par le point C de 
l’autre ligne droite AC. Dans cette 
dernière position, le [ilan P a deux points A et C communs 
avec la ligne droite AC; il la contient donc tout entière. Par 
conséquent, on peut faire passer un plan P par les deux lignes 
droites AB, AC qui se coupent. 

Je dis en second lieu que tout autre plan Q mené par ces 
lignes coïncide avec le plan P. Pour le démontrer, je tire 
d’un point quelcon(iue L du plan Q une ligne droite LM, qui 
rencontre les deux lignes droites AB, AC. Les points d’intersec- 
tion M et N sont situés dans le plan P, qui contient par hypo- 
thèse les deux lignes AB, AC ; la ligne droite LM et j||)oint L 
du plan Q se trouvent dès lors dans le plan P. Donc les plans P 
et Q ont tous leurs points communs et coïncident dans toute 
leur étendue. 

C 0 R 0 U..UHB I.—l/'ne ligne droite et un point, extérieur à 
cette ligne, déterminent un plan et n’en déterminent qu'un seul. 
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Car, si l’on mène par le point donné une ligne droite qui 
coupe la ligne droite donnée, ces deux lignes déterminent un 
plan et n’en déterminent qu’un seul. 

Corollaire II . — Trois points qui ne sont pas en ligne droite 
déterminent un plan et n’en déterminent quun seul. 

En effet, les lignes droites qui joignent l’un des trois points 
aux deux autres ne déterminent qu'un plan. 

Corollaire III . — Deux lignes droites parallèles ne détermi- 
nent qu’un plan. 

Par définition, deux lignes droites parallèles sont situées 
dans un plan; je dis en outre qu’elles ne déterminent qu’un 
plan, car on n’en peut mener qu’un seul par l’une de ces lignes 
et un point quelconque de l’autre. 

Corollaire IV.— On peut conclure du théorème précédenlque 
deux plans coincident darts toute leur étendue 1“ s'ils ont deux 
dro/ites communes, qu’elles soient concourantes ou parallèles ; 

s’ils ont une ligne droite et un point, extérieur à cette ligne, 
commun.s f un à l’autre ; 3“ s'ils ont trois points communs. 

Corollaire \.—Deux lignes droites A, B, données d’une ma- 
nière quelconque dans l’espace, ne sont pas généralemeut situées 
dans un même plan. 

En effet, si l’on mène un plan P par la droite A et un point b 
de la droite B, ce plan ne contiendra pas généralement la droite 
B, et ne sera que traversé par elle. Dans ce cas, aucun plan ne 
pourra passer par les deux lignes droites A, B ; car s’il en exis- 
tait un, il devrait coïncider avec le plan P, puisqu’il contien- 
drait avec lui la droite A et le point b. Par suite, la droite B 
serait comprise dans le plan P ; ce qui est contraire à l’hypo- 



Jiemarque.— Pour représenter un plan, surface illimitée qui 
n’a pas de forme, on trace sur ce plan un polygone quel- 
conque, par exemple un quadrilatère; mais il faut concevoir 
ce plan prolongé indéfiniment au delà du contour de ce poly- 
gone. 
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THÉORÈME II. 

Si deux plans M ef N coupent, leur intersection est une 
ligne droite. 

Soient A et II deux points coininuns aux plans M et N ; cha- 
cun de ces plans contient la ligne droite AB, qui dès lors fait 
partie de leur intersection. Comme les plans M et N ne peuvent 
avoir de point commun hors de cette ligne, puisqu’ils ne coïn- 
cident pas (1, c), la ligne droite AB est la seule ligne suivant 
laquelle ces plans se coupent. 

THÉORÈME III. 


l’ne ligne droite est perpendiculaire à un plan lorsqu'elle est 
perpendiculaire à deux lignes droites, menées par son pied dans 
ce plan. 

Soit B l’intersection de la ligne 
droite AB et du plan MN ; je suppose 
AB perpendiculaire à chacune des 
deux lignes droites BC, BD menées 
par son pied dans le plan MN, et Je 
dis qu’elle est aussi perpendiculaire 
à toute autre ligne droite, telle que 
BI, tracée par le point B dans ce plan. 
En effet, je tire la ligne droite DG dans le plan MN, de ma- 
nière qu’elle rencontre les trois lignes BG, BD, BI; et je joins 
par des lignes droites chacune des intersections C, D, I, aux 
deux points .\, K, jiris sur la droite AB à la même distance de 
son |)icd B. Les triangles AGD, KGD sont égaux, car le côté CD 
leur est commun; les côtés GA, CK sont égaux, parce que la 
droite BC est perpendiculaire au milieu de AK (1*., 0, 111)*, et les 
côtés AD, DK le sont aussi par la meme raison. Par conséquçnl, 
lesangles AGD, KGD, opposésaux côtés égaux D.\, DK sontégaux. 

Les deux triangles AGI, KGl ont dès lors un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; donc le côté 
Al est égala KL Chacun des deux points 1 et B étant également 



’ Les renvois à 1» Géoniéliie plane sonl indiqués par la lettre P. 
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éloigné des extrémilés de la droite AK, la droite BI est perpen- 
diculaire à AK. Réciproquement, AK est perpendiculaire à BI 
et, par suite, au plan MN. 

Corollaire. — Si l'o» mène par la ligne droite AB différents 
plans ABC, ABD, etc., et qu’on élève 
par le point B de cette ligne, dans cha- 
cun (le ces plans, les perpendiculaires 
BC, BD,.,, sîir AB, le lieu géométrique 
(le ces perpendiculaires est un plan. 

En effet, soit MN le plan déterminé 
])ar les deux perpendiculaires BC, BD; 
je dis qu'il contient toutes les autres. Je mène par la ligne 
droite AB un plan quelconque jVBE qui coupe le plan MN sui- 
vant la ligne droite BE, et je fais remarquer que AB est perpen- 
diculaire à BE, puisqu’elle est perpendiculaire par hypothèse 
au plan MN. Par consé(|uent la perpendiculaire, élevée par le 
point B sur la droite AB dans le plan ABE, est comprise dans 
le plan MN. Réciproquement, toute droite menée par le point 
B dans ce plan est perpendiculaire à la droite AB; donc le 
plan MN est le lieu géométrique demandé. 

THÉORÈME IV. 

On peut mener par un point donné 0 un plan perpendicu- 
laire à une ligne droite donnée AB, mais on ne peut en mener 
(luun seul. 

1" Je suppose le point 0 situé sur la 
droite AB, et j’élève par ce point les per- 
pendiculaires OC, OD, sur AB dans deux 
plans différents. Le plan MN conduit par 
ces deux lignes est perpendiculiûre à la 
droite AB, puisque celle ligne est perpen- 
diculaire aux deux droites OC, OD, me- 
nées par son pied dans ce plan (III). 

Tout autre plan passant par le point 0 est oblique à la droite 
AB, car il n’y a que le plan MN qui contienne toutes les per- 
pendiculaires élevées par le point O sur cette droite (III, c). 
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i» Si le poiut 0 csl dounc hors de la 
droile AB, j’abaisse de ce point la per- 
pendiculaire OP sur AB dans le plan que 
déterminent le point O et la ligne AB. 
Je fais remarquer ensuite que le plan 
demandé doit couper la droite AB au 
même point P que OP, puisque cette 
ligne est la seule perpendiculaire qu’on puisse mener du point 
0 sur AB, et j’en conclus que ce plan n’est autre que le plan 
perpendiculaire à la droile AB mené par le point P. Pour en 
achever la construction, il sufûl donc d’élever par le point P 
la perpendiculaire PC sur AB dans un autre plan que ABO, et 
de faire passer un plan MN par les deux droites PO, PC. 

THÉORÈME V. 

Oh peut mener par un point donné 0 une ligne droile perpen- 
diculaire à un plan donné HN, mais on ne peut en mener qu'une. 

1« Je suppose le point O situé dans le 
y E plan MX et je tire par ce point une droile 
quelconque AB dans ce plan. Je mène 

y ensuite par le même point le plan CDE 

. / perpendiculaire à la droite AB (IV); soit 

D ' 

CD son inlerseclioo avec le jdan MX. Je 
trace dans le plan CDE la ligne droite 
OF perpendiculaire à CD, et je dis qu’elle est perpendiculaire 
au plan MN. 

En effet, la ligne droite AB, perpendiculaire au plan CDE, 
est perpendiculaire à la ligne droite OF menée par son pied 
dans ce plan; dès lors OF est perpendiculaire aux deux lignes 
droites AB, CD du plan MN et, par suite, à ce plan. 

Toute autre ligne droite, menée par le point O dans le plan 
CDE ou à l’extérieur, est <d)lique au moins à Tune des deux 
lignes droites CD, AB; par conséquent, elle n’est pas perpen- 
diculaire au plan MN. 

2* Si le point 0 est situé hors du plan MN, je trace dans ce 
plan une droite quelconque AB, et je mène par le point 0 le 
plan OAC perpendiculaire à cette ligne (IV). Soit AC son in- 
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tersccUon avec le plan MN; je tiredaflsle plan 
OAC la ligne droite OP perpendiculaire à AC, 
et je dis qu’elle est perpendiculaire à toute 
autre ligne droite BP du plan MN et, par suite, 
à ce plan. 

Pour le démontrer, je prends sur le pro- 
longement de OP une longueur PO' égale à 
PO, puis je tire les droites O' A, 0'B,0A etOB. La droite AB étant, 
par hypothèse, perpendiculaire au plan OAC, les angles OAB, 
O'AB sont droits, et les triangles BAO, BAO' ont un angle égal 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; car le côté AB 
leur est commun , et les droites AO, AO' sont égales parce qu’elles 
s’écartent également de AP perpendiculaire au milieu de la 
droite OO't Donc ces triangles sont égaux, et le côté BO est égal 
à BO"; le triangle OBO' est par suite isocèle, et la droite BP 
qui joint son sommet B au milieu de sa base 00' est perpendi- 
culaire à cette base. Dès lors la droite 00' est perpendiculaire 
au plan MN. 

Toute autre droite OB, menée par le point 0 jusqu’à la ren- 
contre du plan MN, est oblique à ce plan; car, si je tire la 
droite BP qui joint les pieds des deux droites OP, OB, l’atigle 
OPB du triangle BOP est droit, puisque la droite OP est per- 
pendiculaire ad plan MN; par conséquent l’angle OBP est aigli, 
et la droite OB oblique au plan MN. 


THEOREME VI. 


Si on mène, d'un point A extérieur au plan MN , la perpendimi- 
laite AB et différentes obliques, AC, AD, AE, etc., sur ée plant 
1® La perpendiculaire AB ést plus courte que toute otdique; 

2® Deux obliques AC, AD, qui s'écartent égalenient dit pied d& 
la perpendiculaire, sont éijales; 

3® De deux obliques inégalement éloignées 
du pied de la perpendiculaire, celte qui s'en 
écarte le plus est la plus grande. 

1° Dans le plan ABC, la ligne droite AB 
est perpendiculaire et la ligne droite AC 
obliqué à l’intersection BC des deux plans 
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MM et ABC; par conséquent la perpendiculaire AB au plan MN 
est plus courte que l’oblique AC (P., 6, II). 

2“ Je suppose les distances BC, BD, égales 
entre elles, et je dis que l’oblique AC est égale 
à l’oblique AD. 

En effet, les triangles ABC, ABD ont un angle 
droit compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun ; donc ils sont égaux, et les obliques AC, AD,, sont, 
par suite, égales entre elles. 

3« Soit la distance BE plus grande que BD; je disque l’obli- 
que AE est plus grande que l'oblique AD. 

Je prends sur BE une longueur BF égale à BD, et je tire 
la ligne droite AF. Les obliques AD, AF, au plan MN sont 
égales, puisqu’elles s’écartent également de la perpendiculaire 
AB. Mais les trois lignes droites AB, AE, AF sont comprises 
dans le même plan ABE, et la première est perpendiculaire 
à la ligne droite BE, tandis que les deux autres sont obliques 
à cette ligne; la plus grande de ces obliques est donc AE qui 
s’écarte le plus de la perpendiculaire AB (P., 6, II). Par consé- 
quent AE est aussi plus, grande que AD. 

■^Remarque . — On mesure la distance du point A au plan MN 
par la perpendiculaire AB menée de ce point sur le plan. 

Corollaire. — Le lieu géométrique des pieds des obliques, 
égales^à la ligne droite AC et passant par le même point A, 
est la circonférence décrite du pied de la perpendiculaire AB 
comme centre, avec un rayon égal à BC. 

De là résulte cette construction pour mener une perpendi- 
culaire sur un plan MN par un point A extérieur à ce plan : on 
fixe au point A l’une des extrémités d’une corde dont la lon- 
gueur soit égale à AC, et l’on marque avec l’autre extrémité 
sur le plan donné trois points C,D, F, également éloignés de A; 
puis on détermine le centre B de la circonférence passant par 
les points C, D, F. Ce centre est le pied de la perpendiculaire 
demandée, qu'on obtient dès lors en tirant la droite AB. 

THÉORÈME VIL 

Si, par le milieu A de la ligne droite BC, on mène un plan 
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MN perpendicuiaire à celle ligne, 1“ lout poinl du plan est éga- 
lemenl éloigné des exlrémilés de BC; tout point extérieur au 
plan est inégalement distant des mêmes ex- 
lrémilés. 

l“SoitD un poinl du plan MN; je tire 
les lignes droites DA, DB, DC, et Je fais 
remarquer que DA est perpendiculaire au 
milieu de BC dans le plan DBG. Par con- 
séquent, le point D de celte ligne droite 
est également éloigné des extrémités de BC (P., 6, III). 

2“ D’un point quelconque E, extérieur au plan MN, je tire 
les lignes droites EB, EC, et je dis qu’elles sont inégales. 

En effet, le plan EBC coupe le plan MN suivant la ligne 
droite AD perpendiculaire au milieu de BC; donc le point E, 
extérieur à AD, n’est pas situé à la même distance des deux 
points B et C (P., G, III). ^ 

Corollaire. — Le lieu géométrique des points de l’espace égor 
lement éloignés de deux points donnés est le plan perpendicu- 
laire au milieu de la ligne droite qui joint ces deux points. 



THÉORÈME VIII. 



Si , du pied P d'une ligne droite PO perpendiculaire au 
plan MN, on abaisse une perpendiculaire 
sur une ligne droite BC de ce plan, toute 
ligne droite qui joint le pied A de cette 
seconde perpendiculaire à un point quel- 
conque 0 de la première est elle-même 
perpendiculaire à BC. 

Je prends sur BC les distances AB, AC, 
égales entre elles, et je tire les droites PB, PC, ainsi que les 
droites OB, OC. Dans le plan MN, les obliques PB, PC à la 
droite BC sont égales, puisqu’elles s’écartent également de la 
perpendiculaire PA (P., 6, II); donc les droites OB, OC, obli- 
ques au plan MN, sont également éloignées de la droite OP 
perpendiculaire à ce plan, et, par suite, égales entre elles (VI). 
Dès lors le triangle OBC est isocèle, et la droite ÂO qui joint 
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son sommet O au milieu A de sa base est perpendiculaire à 
cette base. 

Remarque.— Ce\{e proposition, connue sous le nom de théo- 
rème des trois perpendiculaires, prouve que le plan OPA est 
perpendiculaire à la ligne droite BC. 

CoROLLAinE.— La flgure précédente montre que les deux 
lignes droites BC, PO, qui ne sont pas comprises dans un même 
plan, ont une petpendintlaire commune AP, et que cette perpen- 
diculaire mesure leur plus courte distance. Car toute autre ligne 
droite OB, qui joint deux points quelconques O et B des lignes 
droites OP, BC, est plus grande que OA, et, par suite, plus 
grande que PA. 

PROBLÈMES. 

1. Tracer par un point donné une ligne droite qui rencontre 
deux lignes droites non situées dans le même plan. 

2. Toute ligne droite, également inclinée sur trois lignes 
droites qui passent par son pied dans un plan, est perpendicu- 
laire à ce plan. 

3. Quel est le lieu géométrique des points d’un plan égale- 
ment éloignés de deux points donnés hoi's de ce plan? 

4. Quel est lé lieu géométrique des points de l’espace égale- 
ment éloignés de trois points non situés en ligne droite? 

5. Quel est le lieu géométrique des pieds des perpendicu- 
laires, menées d’un point extérieur à un plan, sur les diffé- 
rentes lignes droites qu*on peut tirer dans ce plan par un point 
donné? 

6. Quel est le lieu géométrique des points de l’espace tels 
que la différence des carrés des distances de chacun d’entre 
eux à deux points donnés soit constante? 

7. Trouver sur une ligne droite un point tel que la différence 
des carrés de ses distances à deux points donnés soit égale à un 
carré donné. 

8. Trouver sur un plan le lieu géométrique des points tels 
que la somme des carrés des distances de chacun d’entre eux 
à deux points donnés hors du plan soit constante. 
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TROISIÈME ET QUATRIÈME LEÇON. 


Programme ; Parallélisme des droites et des plans. 


DÉFINITIONS. 

1. Lue ligne droite est parallèle à un plan lorsqu’elle ne 
peut le rencontrer, quelque loin qu’on prolonge cette droite et 
]e plan. 

2. Deux plans sont parallèles s’ils ne peuvent se rencontrer, 
quelque prolongés qu’ils soient. 

THÉORÈME I. 



Si (leux ligues droites sont parallèles, tout plan perpendicu- 
laire (I l’une est aussi perpendiculaire à Vautre. 

Soient AB et CD deux lignes droites pa- 
rallèles; je suppose le plan MN perpendicu- 
laire à AB, et je dis qu’il est aussi perpendi- 
laire à CD. 

En effet, le plan déterminé par les deux 
parallèles AB, CD (1), coupe le plan MN suivant la ligne droite 
AC. Or la ligne droite AB, perpendiculaire au plan MN, est per- 
pendiculaire à la ligne droite AC, menée par son pied dans ce 
plan; donc la ligne droite CD, parallèle à AB, est aussi perpen- 
diculaire à AC (1*., 7, 111). 

Pour démontrer que CD est perpendiculaire à une autre 
ligne droite du plan MN, je lire daûB ce plan la ligne droite 
CE perpendiculaire à CA, et je joins le point C à un point quel- 
conque B de AB par la ligne droite CB. Il résulte du théorème 
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des trois perpendiculaires (I, Vlll) que la ligne droite GE est 
perpendiculaire à CB et, par suite, au plan ACB (1, III); par 
conséquent la ligne droite CD, menée par le i>oint G dans ce 
plan, est perpendiculaire à CE. Or CD est déjà |icrpendiculaire 
à CA, donc elle est aussi perpendiculaire au plan 5IN, qui con- 
tient les deux lignes droites CA et CE. 

THÉORÈME II. 

Si deux UfjiHS droites Ah, Ch, sont perpendiculaires au même 
plan MN, elles sont parallèles. 

En effet, la parallèle menée à la ligne 
droite AB par le point C, où la droite CD 
coupe le plan MN, est perpendiculaire à 
ce plan (1); elle coïncide donc avecCDqui, 
par hypothèse, est aussi perpendiculaire 

au plan MN (t, V). 

CoROLLAiRK. — Dcux lignes droites A et B, parallèles à une 
troisième C, sont parallèles entre elles. 

Car, si je mène un plan perpendiculaire à la ligne droite C, 
ce plan sera aussi perpendiculaire aux lignes droites A, B, qui 
sont parallèles à C (I); les deux lignes A et B sont donc paral- 
lèles entré elles (II). 



.THÉORÈME III. 


Nt la ligne droite AB est parallèle à une ligne droite CD si- 
tuée dans le plan MN, elle est aussi parallèle à ce plan. 

Le plan ABCD, déterminé par les deux pa- 
rallèles AB, CD, coupe le plan MN suivant la 
ligne droite CD; par conséquent la ligne 
droite AB, qui est située dans le premier de 
ces deux plans, ne peut rencontrer le second 
MN, puisqu’elle est supposée parallèle à leur intersection CD. 

, THÉORÈME IV. 



Si, par la ligne droite AB, parallèle au plan MN, on fait 
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passer un plan qui coupe le plan MN, leur intersection CD «s< 
parallèle à la ligne droite AB. 

En effet, les lignes droites AB et CD ne 
peuvent se rencontrer, puisque la première 
AB est parallèle au plan MN, qui contient la 
seconde CD. Or ces lignes sont situées dans 
le même i)lan ABCD; donc elles sont paral- 
lèles. 

Corollaire. — Si la ligne droite AB et le plan MN sont paral- 
lèles, la parallèle menée à AB par tm point C du plan MN est 
située dans ce plan. 

Car. le plan déterminé parla ligne droite AB et le point C 
coupe le plan MN suivant une ligne droite CD parallèle à AB, 
puisque la ligne droite AB est parallèle au plan MN (IV). 

THÉORÈME V. 



Les portions AC, BD, de deux lignes droites parallèles, com- 
prises entre une ligne . droite AB et un plan MN parallèles, sont 
égales. 


En effet, le plan des deux parallèles AC, 
BD, coupe le plan MN suivant une ligne droite 
CD parallèle à AB, puisqu’il passe par la 
ligne droite AB qui est, par hypothèse, pa- 
rallèle au plan MN (IV). Par conséquent, le 
quadrilatère ABCD est un parallélogramme, et les lignes droites 



AC, BD, sont égales. 


Corollaire. — Une ligne droite et un plan parallèles sont 
partout également distants. 

De deux points quelconques A et B de la ligne droite AB, 
parallèle au plan MN, j’ahaisse les perpendiculaires AC, BD sur 
ce plan; ces lignes sont parallèles (11) et, par suite, égales entre 
elles. Donc la ligne droite AB et le plan MN sont partout éga- 
lement distants. 


THÉORÈME VI. 

Veux plans EF, CH, perpendiculaires à la même ligne droite 
AB .sont parallèles. 
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En effet, ces plans ne peuvent se rencontrer, 
puisqu’on ne peut mener par aucun point de 
l’espace deux plans perpendiculaires à la même 
ligne droite AB (t,IV). 


Corollaire.— le /ieu géométrique des droites, menées paral- 
lèlement au plan MN par le meme point A, 
est un plan parallèle au plan MN. 

Je mène du point A une parallèle quel- 
~~l conque AB et la perpendiculaire AC au plan 
JS MN. Ces deux lignes déterminent un plan 
qui coupe le plan MN suivant une droite CD parallèle à AB (IV); 
dès lors la droite CD et sa parallèle AB sont perpendiculaires 
à AC. Les parallèles au plan MN, menées par lè même point A, 
sont donc perpendiculaires à la droite AC. Réciproquement, 
toute droite AB perpendiculaire à la droite AC est parallèle au 
plan MN. En effet, le plan mené par AB et AC coupe le plan 
MN suivant une droite CD, perpendiculaire à AC, de sorte 
que la droite AB est parallèle à CD (P. , 7, 1) et, par suite, au 
plan MN ; par conséquent, le lieu géométrique demandé est 
un plan perpendiculaire à AC (t, III), c’est-à-dire parallèle au 
plan MN. 



THÉORÈME VII. 


Les intersections AB, CD, de deux plans parallèles EF, GH, 
par un même plan ABCD, sont parallèles. 

Les lignes droites AB, CD, situées res- 
pectivement dans les plans parallèles EF, 
GH, ne peuvent se rencontrer. Or, ces 
lignes se trouvent aussi dans le meme plan 
ABCD; donc elles sont parallèles. 


1 ~ ' 

/ 

_/r 

A 

n 

D 

Qr~ 



THÉORÈME VIII. 

Si deux plans sont parallèles, toute ligne droite perpendicu- 
laire (I l’un est aussi perpendiculaire <i l’autre. 
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Soit AB une ligne droite perpendiculaire 
au plan EF ; je dis qu’elle est aussi perpen- 
diculaire au plan GH parallèle à EF. 

Par le point d’intersection B de la ligne 
AB et du plan GH, je lire dans ce plan une 
ligne droite qntkonque BD, et je remarque 
ensuite que le plan déterminé par les deux lignes AB, BD, 
coupe le plan EF suivant une ligne droite AC parallèle à BD 
(VII). La droite AB, perpendiculaire au plan EF par hypothèse, 
est aussi perpendiculaire à la droite AC et, par suite, à sa pa- 
rallèle BD. Or, BD est une droite quelconque menée parle pied 
de AB dans le plan GH; donc la droite AB est perpendiculaire 
à ce plan. 

Corollaire I. — Deux plans A et B, parallèles à un troisième 
C, sont parallèles entre eux. 

Car, si je mène une droite perpendiculaire au plan C, celte 
droite est aussi perpendiculaire aux plans A, B, qui sont dès 
lors parallèles l’un à l’autre (VI). 

Corollaire II. — On ne peut mener par u« point qu’un seul 
plan parallèle à un plan donné 



THÉORÈME IX. 


Les portions AC, BD de deux lignes droites parallèles, com- 
prises entre deux plans parallèles EF, GH, sont égales^ 

Le plan des deux droites parallèles AC, 
BD, coupe les deux plans parallèles EF, GH, 
suivant deux droites AB, CD, qui sont aussi 
parallèles (VII). Par conséquent, le quadri- 
latère ABCD est un parallélogramme, et ses 
côtés opposés AC, BD sont égaux. 

Corollaire.— Dew® plans parallèles EF, GH, sont partout 
également distants. 

De deux points quelconques A et B du plan EF j’abaisse les 
perpendiculaires AC, BD sur le plan GH; ces droites sont pa- 
rallèles (II) et, par suite, égales entre elles. Donc les plans pa- 
rallèles EF, GH sont partout également distants. 
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THÉORÈME X. 

Trois plans parallèles M, N, P, interceptent des segments pro- 
portionnels sur deux lignes droites AC, DF, qu’ils rencontrent. 

Soient A, B, C, les points où la droite AC 
rencontre les plans M, N, P, et D, E, F, les 
intersections de chacun des mêmes plans et 
de la droite DF ; je tire du point A la droite 
AH parallèle à DF, et je mène le plan des 
deux droites AC, AH. Ce plan coupe les plans 
parallèles N et P suivant les droites BG, CH 
qui sont parallèles (VII) ; il en résulte que 
(P., 20, 1). 

AB _ AG 
BC ■“ GH ■ 

Mais les droites parallèles AG, DE sont égales, puisqu’elles 
sont comprises entre les plans parallèles M et N (IX), et la droite 
GH est égale à EF pour la même raison ; par conséquent 

BC~“EF’ 

THÉORÈME XI. 

Si deux angles non situés dans le même plan ont leurs côtés 
parallèles, ils sont égaux ou supplémentaires ; et leurs plans sont 
parallèles. 

Je considère t° deux angles BAC, EDF, dont les côtés soient 
parallèles et dirigés dans le même sens deux à deux, et je dis 
quils sont égaux. 

Je prends, sur les côtés parallèles AB, DE, 
les longueurs AB, DE, égales entre elles, et, 
sur les deux autres côtés, les longueurs égales 
AC, DF ; je tire ensuite les droites AD, BE, 
^CF. Le quadrilatère ABED, dont les côtés op- 
posés AB, DE, sont égaux et parallèles, est un 
parallélogramme; par conséquent les deux 
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autres côtés AD, BE sont aussi égaux et parallèles. La droite 
AD est égale et parallèle à CF par la même raison ; dès lors les 
deux droites BE, CF sont égales et parallèles à la même droite 
AD, et, par suite, égales et parallèles entre elles (II, c); j’en 
conclus que le quadrilatère BCFE est un parallélogramme, et 
que ses côtés opposés BC, EF sont égaux. Les deux triangles 
ABC, DEF ont donc les côtés égaux chacun à chacun, et l’angle ^ 
BAC opposé au côté BC est égal à l’angle EDF opposé au côté EF. 

Les angles proposés sont encore égaux, si leurs côtés 
parallèles ont des directions contraires. 

Démonstration identique à celle du même théorème de la 
Géométrie plane (P., 9, 1). 

3° Ces angles sont supplémentaires, si deux côtés parallèles 
ont la même direction, et les deux autres des directions con- 
traires. 

Démonstration identique à celle du même théorème de la 
Géométrie plane (P., 9, 1). 

4° Pour démontrer le parallélisme des plans ABC, DEF, je 
fais remarquer que les lignes droites AB, AC, sont parallèles au 
plan DEF, puisqu’elles sont respectivement parallèles aux li- 
gnes droites DE, DF de ce plan (III). Donc le plan déterminé 
par les lignes droites AB, AC est parallèle au plan DEF (VI, c). 

Remarque.— Oa appelle angle de deux ligms droites non si- 
tuées dans le même plan l’angle que forment les parallèles me- 
nées à ces lignes par un même point de l’espace. 

PROBLÈMES. 

1 . Mener une parallèle à une ligue droite, de manière qu'elle 
rencontre deux autres lignes droites qui ne sont pas comprises 
dans un même plan. 

2. Si une ligne droite et un plan sont perpendiculaires à la ' 
même droite, ils sont parallèles. 

3. Si deux plans qui se coupent passent par deux lignes 
droites parallèles, leur intersection est parallèle à ces lignes. 

4. Lorsque deux plans qui se coupent sont |)arallèles à une 
même ligne droite, leur intersection est parallèle à celte ligne. 

AM. 13 * 
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5. Mener par une ligne droite un pian parallèle à une autre 
ligne droite. 

6. Mener par un point un pl;m parallèle à deux lignee droites 
données, ou à un plan donné. 

7. Trouver le lieu géométrique des points dont les distances 
à deux plans parallèles sont proportionnelles à deux longueurs 
données m etn. 

8. Tout plan, parallèle à deux côU» opposât d’un quadrila- 
tère gauche (quadrilatère dont les côtés ne sont pas compris 
dans un même plan), divise les deux autres côtés en segments 
proportionnels. 

9. Les lignes droites qui passent par les milieux dus côtés 
opposés d’un quadrilatère gauche se rencontrent, et leur inter- 
section est située au milieu de la ligne droite qui joint les mi- 
lieux des diagonales. 
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CINQUIÈME LEÇON. 

l'üoctAaaK : Lorkquc doux plans se rencontrenl, la Ggure que forment ces 
plans, terminés à leur intersection commune, s'appelle angle dièdre. — 
Génération des angles dièdres par la rotation d'un plan autour d'une 
droite. — Dièdre droit.— Angle plan correspondant è l'angle dièdre. — 
Le rapport de deux angles dièdres est le même que celui de leurs angles 
plans. 


DÉFINITIONS. 

1 . On appelle angU dièdre la figure formée par deux plans 
ABC, DBC, qni se coupent et sont terminés à 
leur intersection BC. Celte ligne droite BC est 
Varéle de l’angle dièdre qui a les deux plans 
ABC, DBC pour faces. 

On désigne un angle dièdre par deux lettres 
placées sur son arête, quand celte ligne droite 
n’a|)parlienl qu’à lui seul. Dans le cas contraire, on écrit une 
lettre sur cliacune des faces et deux lettres sur l’arête, puis on 
énonce celles-ci entre les deux autres. Ainsi l’angle dièdre ABCD 
a pour arête la ligne droite BC, et scs deux faces ABC, DBC 
passent respectivement par les points A, D. 

La grandeur d’un angle dièdre, par exemple de l’angle 
ABCD, ne dépend que de l’écartement de scs faces, qu'il faut 
toujours concevoir prolongées indéfiniment. Pour se faire une 
idée de cette grandeur, on suppose le plan DBC d’abord appli- 
qué sur le plan ABC; puis on le fait tourner autour de l’arête 
BC jusqu’à ce qu’il ail repris sa position primitive. La quan- 
tité dont le plan DBC a iourné est précisément ce qui constitue 
la grandeur de l’angle dièdre ABCD. 

2. Deux angles dièdres sont adjacents lorsqu’ils ont la même 
arête, une face commune, et qu’ils sont placés des deux côtés 
de celle face. 


B 

I I 


1 / ^ 
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Un plan ABP est perpendiculaire ou oblique à un plan MN 
qu’il coupe suivant la ligne droite AB, 
selon qu’il fait avec celui-ci deux an- 
gles adjacents MABP, NABP, égaux 

ou inégaux. 

On nomme angle dièdre droit tout 
angle dièdre dont l’une des faces est 
perpendiculaire à l’autre. 

3. Deux angles dièdres sont opposés à l’arête lorsque les faces 
de l’un sont les prolongements des faces de l’autre. 


/ 


THÉORÈME I. 


Si, par deux points quelconques ¥ et K de l’arête d’un angle 
dièdre ABCD, on mène deux plans EFG, 
URL, perpendiculaires à cette ligne, les an- 
gles EFG, HKL formés par les intersections 
de ces plam et des faces de l'angle dièdre 
sont égaux. 

En effet, les plans EFG, HKL, perpendicu- 
laires à la ligne droite BG sont parallèles 

(3, \T); ils coupent donc chacune des faces 

» 

de l’angle dièdre ABCD suivant deux lignes droites parallèles 
13, Vil). Par conséquent, les angles EFG, HKL, qui ont leurs 
côtés parallèles et dirigés dans le même sens, sontégaux (3, XI). 

.Remarque.— L’angle constant EFG, dont les deux côtés sont 
perpendiculaires à l’arête BC, a reçu le nom d’angle plan cor- 
respondant à l’angle dièdre ABCD. 



THÉORÈME II. 

Si les angles plans qui correspondent à deux angles dièdres 
sont égaux, les angles dièdres sont aussi égaux. 

Soient deux angles dièdres AB, GH, dont les angles plans 
correspondants CBD, IHK, sont égaux ; je dis que ces angles 
dièdres sont aussi égaux. 

En effet, je superpose les angles plans égaux CBD, IHK, en 
appliquant le côté BC sur HI et le côté BD sur HK. L’arête R.\ 
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perpendiculaire au plan de l’angle CED (1, III) prend alors la 

direction de l’arête HG perpen . 
diculaire au plan de l’angle 
HIK, et les plans, ABC, GHI, 
qui ont par suite deux lignes 
droites communes, coïncident 
dans toute leur étendue. Il en 
est de même des deux plans 
ABD, GHK; par conséquent, 
les deux angles dièdres CABD, IGHK sont égaux. 

Gorollaire. — Si l'angle plan correspondant à un angle 
dièdre est droit, cet angle dièdre est aussi droit. 

Soient MN et AD deux plans qui se 
coupent suivant la ligne droite DE ; j’é- 
lève par un point quelconque O de cette 
ligne les perpendiculaires OA, OB sur 
DE dans les plans AD et MN. Les angles 
^ adjacents AOB, AOC, formés par ces 

deux lignes droites, sont les angles plans 
correspondants aux angles dièdres adjacents ADEN, ADEM; si 
l’angle AOB est droit, je dis que l’angle dièdre ADEN est aussi 
droit. 


En effet, les angles supplémentaires AOB, AOG sont égaux, 
puisque l’angle OAB est droit; donc les deux angles dièdres 
adjacents ADEN, ADEM, que le plan AD fait avec le plan MN, 
sont aussi égaux et, par conséquent, droits. 


THÉORÈME III. 



Le rapport de deux angles 
dièdres quelconques CABD , 
GEFII, est égal à celui des 
angles plans correspondants 
CBD, GFH. 

Je suppose le rapport des 
deux angles plans CBD, GFH, 

dgal à ^ (P., i.r,, déf. 2); ces 
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angles ont alors une commune mesure CBI contenue h fois dan» 
, CBD et 3 fois dans GFH. Cela 

A V 

posé, je partage l’angle dièdre 
CABD en cinq angles dièdres 
égaux à l’angle dièdre CABI, 
en menant un plan par son 
arête AB et chacune des droites 
BI, BK, BL, BM, qui divisent 
son angle plan CBD en cinq 
parties égales (II). Les plans, 
menés par l’arête EF de l’angle dièdre GEFH et par cha- 
cune des droites EP, FQ, qui divise son angle plan en trois 
parties égales, partageant aussi cet angle dièdre en trois angles 
dièdres égaux à l’angle CABI, puisque chacun des angles 
plans correspondants est égal à l’angle CBI. Par consé- 
quent, l’angle dièdre CABI étant contenu 5 fois dans l’angle 
CABD et 3 fois dans l’angle GEFII, le rapport de CABD à 

GEFH est égal à on a donc 

CABD _ CBE 
GEt-H^GEH’ 


THÉORÈME IV. 

Tout angle dièdre a la même memreque l'angle plan corres- 
pondant, si Von prend pour unités un angle dièdre quelconque 
et l'angle pian qui lui correspond. 

Soit à mesurer l’angle dièdre 
CABD avec un angle dièdre quel- 
conque IGIIK pris pour unité; Je 
conviens d’évaluer l’angle plan 
CBD correspondant à l’angle dièdre 
CABD, en prenant pour unité l’an- 
gle plan IHK, qui correspond à 
l’angle dièdre IGHK, et j’ai (III) 

CABD _ CBD 
IGHK ~ IHK' 

Or, ces deux rapports égaux expriment respectivement les 
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mesures de l’angie dièdre CABD el de soa aogte plaa CBO; 
donc In mesure de cet angle dièdre est la même que celle de 
son angle plan. On énonce ordinairement ce résultat de la ma- 
nière suivante : l’angle dièdre C.\BD a pour mesure l’angle 
plan correspondant CBD. 

Remarque.— On prend ordinairement pour les unités d'angle 
dièdre el d’angle rectiligne l’angle dièdre droit et l’angle p'an 
correspoudant, c’est-à'dire l’angle rectiligne droit. 

THÉORÈME V. 

.^i deux plans AC, AE se rencontrent, (es angles dièses 
adjacents CABE, DABE sonlsupplémentctires; 
/ \ les angles dièdres CABE, DABF opposés à 

s/ l’arile sont égaux. 

, / ^ t*> Je mène le plan COEF* perpendiculaire 

^ à l'intersection AB des deux plags AC, AE. 

Y/ Les angles plans CBE, DBE, correspondant 

aux deux angles dièdres adjacents CABE, 
DABE, valent ensemble deux angles droits; donc la somme de 
ces angles dièdres égale aussi deux angles droits. 

2» Les angles plans CBE, DBF, correspondant aux angles 
dièdres CABE, DABF, opposés à l’arôte, sont égaux comme op- 
posés au sommet; donc les angles dièdres CABE, DABF sont 
aussi égaux. 


THÉORÈME VL 

Si deux angles dièdres adjacents CABE, DABE sont supplé- 
mentaires, leurs faces non communes ABC, ABD, sont comprises 
dans le même plan. 

Soit CDE un plan perpendiculaire à l’arête 
AB des deux angles dièdres supplémentaires 
CABE, D.VBE; les angles plans CBE, DBE 
correspondant àcesangles dièdres sont aussi 
supplémentaires; leurs côtés non communs 
BC, BD sont donc en ligne droite. Les plans ABC, ABD ont 
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dès lors deux lignes droites communes AB, CD, et coïncident 
dans toute leur étendue (1, 1). 

PROBLÈMES. 

1. Lorsque deux plans parallèles sont coupés par un troi- 
sième plan, les quatre angles dièdres aigus qui en résultent 
sont égaux entre eux, ainsi que les quatre angles obtus. — 
Décomposer cet énoncé en cinq autres, en se servant des 
dénominations d’angles dièdres alternes-internes , alternes - 
externes, correspondants, internes ou externes du même côté. 

Les réciproques de ces théorèmes ne sont vraies que si les 
arêtes des deux angles dièdres que l’on compare sont paral- 
lèles. 

3. Deux angles dièdres qui ont les arêtes parallèles sont 
égaux ou supplémentaires, si leurs faces sont parallèles ou per- 
pendiculaires chacune à chacune. 
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SIXIÈME LEÇON. 

PioGiAMm : Plans perpendiculaires entre eux. — Si deux plans sont per- 
pendiculaires <1 un troisième, leur intersection est perpendiculaire è ce 
troisième. 


DÉFINITIONS. 

On appelle projection d’un point sur un plan le pied de la 
perpendiculaire menée du point sur ce plan. 

La projection d’une ligne quelconque sur un plan est le lieu 
des projections des différents points de cette ligne sur ce plan. 

THÉORÈME I. 

Si la ligne droite DC e.<t( perpendiculaire au plan ÂB, tout 
plan DCE mené par cette ligne est aussi perpendiculaire au 
plan ÂB. 

Soit EF l'intersection des deux pians ÂB, DE ; par le point C, 
où la droite DC rencontre le plan ÂB, je 
tire dans ce plan la droite CG perpendicu- 
laire à EF. L’angle plan DCG correspon- 
dant à l’angle dièdre DEFB est droit, puis- 
que la ligne droite DC est perpendiculaire 
au plan ÂB; donc l’angle dièdre DEFB est 
droit (5, 11, c), et le plan DCE, perpendi- 
culaire au plan ÂB. 

THÉORÈME IL 

Si les plans ÂB, DE sont perpendiculaires l’un à l’autre, 
toute ligne droite, menée dans l’un de ces plans de manière 


r 


1 


/ 
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qu’elle soit perpendiculaire à leur intersection EF, est perpendi- 
culaire à l’autre plan. 

Je lire dans le pian DE la droite DC perpendiculaire à EF, 
et je dis qu’elle est aussi perpendiculaire au 
plan AB. 

Four le démontrer, je mène par le point 
C la droite CG perpendiculaire à EF dans le 
pian AB. L’angle dièdre DEFB est droit, 
puisque les plans AB, DE sont perpendicu- 
laires l’un à l’autre; donc l'angle plan DCG, 
correspondant à cet angle dièdre, est droit. Il eu résulte que la 
droite DC est perpendiculaire aux deux droites EF, CG, et, par 
suite, au plan AB qui coatient ces deux lignes. 



L 


IF 


Kc 
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THÉORÈME III. 

Si deux plans AB, DE, font perpendixulairet l'uu à l’autre, 
y| toute perpendiculaire élevée sur l'un de ces 

plans par un point de leur intertectim EF est 

située dans l’autre. 

En effet, la perpendiculaire élevée sur le 
plan AB par un point quelconque C de l’inter- 
section EF doit coïncider avec la droite CD, 
menée jiarle même point C dans le plan DE, de manière qu'elle 
soit perpendiculaire à EF; car CD est aussi perpendiculaire au 
plan AB (II). 

Remarque. — Le plan DE, perjiendiculaire au plan AB, est 
le lieu des perpendiculaires élevées sur le plan AB par les dif- 
férents points de l’intersection EF de ces deux plans. 

Corollaire.— A l une liyne droite AB est oblique à un plan 
MN, sa projection sur ce plan est une ligne droite. 

J’abaisse de deux points quelconques 
A et B de ladroitc AB les perpendiculaires 
AC, BD sur le plan MN. Ces droites sont 
parallèles (3, II), et le plan qu’elles déter- 
minent est perpendiculaire au plan MN (I); 
je dis que l’intersection CD de ces deux 
plans est la projection de AB sur MN, 
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En'effet, les perpendiculaires abaissées des difl'érents points 
de In ligne AB sur CD sont parallèles à AC et, par suite, situées 
dans le plan ABDC; le lieu des pieds de ces perpendiculaires, 
c’est-à-dire la projection de la droite AB sur le plan MN, est 
donc la droite CD suivant laquelle les deux plans MN et ABDC 
se coupent. 


THÉORÈME IV. 

Si deux plans AC, AD qui se coupent sont perpendiculaires 
à un troisième plan MN, leur intersection AB est aussi perpen- 
diculaire au plan MN. 

Soit B le point où le plan MN est rencontré par l’intersec- 
tion AB des deux plans AC, AD ; si j’élève 
par ce point une perpendiculaire sur le plan 
MN, cette droite est comprise dans chacun 
des plans AC, AD, perpendiculaires à MN 
par hypothèse (111); donc elle coïncide avec 
'' leur intersection AB, qui est dès lors per- 
pendiculaire au plan MN. 

THÉORÈME V. 

Si une ligne droite AB est oblique à un plan MN, l’angle 
qu’elle fait avec sa projection sur ce plan est le plus petit des 
angles que cette ligne fait avec toutes les droites qu'on peut mener 
par .son pied A dans le plan MN. 

J’abaisse d'un point quelconque B de la droite AB la perpen- 
culaire BC sur le plan MN ; la droite AC, qui joint les pieds 
A et C des deux lignes BA, BC, est la pro- 
jection de AB sur ce plan (111, c). Je dis que 
l’angle BAC est moindre que l’angle BAD 
formé par AB et toute autre droite AD, me- 
née par le point A dans le plan MN. 

En effet, si je prends la longueur AD égale à AC et que je 
tire la droite BD, cette ligne est oblique au plan MN et, par 
conséquent, plus grande que la perpendiculaire BC (1, VI). Les 
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triangles ABC, ABD ont dès lors un côté inégal et les deux 
autres côtés égaux chacun à chacun; donc l’angle BAC, opposé 
au côté BC, est moindre que l’angle BAD opposé au côté BD 
(P.,3, V,c). 

Remarque . — On mesure l’inclinaison d’une ligne droite 
sur un plan par l’angle que cette ligne fait avec sa projection 
sur ce plan. 


PROBLÈMES. 

1. Si deux plans perpendiculaires à un troisième passent par 
deux lignes droites parallèles, ils sont eux-mêmes parallèles. 
— Les projections de deux lignes droites parallèles sur le 
même plan sont parallèles. 

2. Si une ligne droite est perpendiculaire à un plan, la pro- 
jection de cette ligne sur un plan quelconque est perpendicu- 
laire à l’intersection des deux plans. 

3. Tracer la perpendiculaire commune à deux lignes droites 
qui ne sont pas situées dans le même plan. 

4. Quel est le lieu géométrique du milieu d’une ligne droite 
de longueur constante, dont les extrémités sont assujetties à 
rester sur deux autres lignes droites rectangulaires et non 
situées dans le même plan? 

5. Quel est le Ueu géométrique des points également dis- 
tants de deux plans qui se coupent? 

6. Quel est le lieu géométrique des points également distants 
de trois plans dont les trois intersections sont parallèles? 

7. Une ligne droite est également inclinée sur deux plans 
qui se coupent, lorsqu’elle les rencontre en des points égale- 
ment distants de leur intersection. —La réciproque est-elle 
vraie? 

8. Toute droite, oblique à un plan, est perpendiculaire à une 
droite menée par son pied dans ce plan. 
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Programme : Angles irièdres. — Chaque face d’uu angle trièdre est plus 
petite que la somme des deux autres. — Si l'on prolonge les arêtes d'un 
angle trièdre au délit du sommet, on forme un nouvel angle trièdre qui 
ne peut lui être superposé, bien qu'il soit composé des mêmes éléments. 
Ces deux angles trièdres sont dits symétriques l'un de l’autre. 

Si deux angles trièdres ont leurs faces égales chacune è chacune, les 
angles dièdres opposés aux faces égales sont égaux chacun è chacun, 
et les deux angles trièdres sont égaux ou s^fmétriques. (On se bornera 
à ce seul théorème sur l'égalité ou la symétrie des angles trièdres.) 

La somme des faces d’un angle polyèdre convexe est plus petite que 
quatre angles droits. 


• DÉFINITIONS. 


1. On appelle angle polyèdre la figure formée par plusieurs 
plans, tels que SAB, SBC, SCD, SDE, SEA, qui 
passent par le même point S, et sont terminés à 
leurs intersections SA, SB, SC, SD, SE. 

Le point S est le sommet de l’angle polyèdre 
qui a pour arêtes les droites SA, SB, etc. Les an- 
gles ASB, BSC, etc., formés par deux arêtes con- 
sécutives quelconques, sont les faces de l'angle 



polyèdre S. 

Il faut au moins trois plans pour former un angle polyèdre. 
On donne le nom d’angle trièdre à celui qui n’a que trois faces. 

Un angle trièdre est rectangle s’il a un angle dièdre droit; 
bireclangle s’il en a deux; et trirectangle si ses trois angles 
dièdres sont droits. 


2. Un angle polyèdre est convexe s’il se trouve entièrement 
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d’un même côté de chacun des plans prolongés indéfiniment 
qui le forment. Dans le cas contraire, ou dit qu’il est concave. 

11 est évident que le plan ABCÜE, qui rencontre toutes les 
arêtes de l’angle polyèdre convexe S d’un même côté du som- 
met coupe sa surface suivant un polygone convexe ABCDE. 

3. On dit que deux angles polyèdres, tels 
que SABCUE, SA'B'C'D'E', sonl opposés au som- 
met lorsque les arêtes de l’un sont les prolon- 
gements des arêtes de l’autre. 

On démontrera dans cette leçon que deux 
angles polyèdres opposés au sommet ont les 
faces égales et les angles dièdres égaux chacun 
à chacun, mais qu’en général ils ne .sont pas 
superposables. 


THÉORÈME I. 




Chacun des angles plans qui composent un angle dièdre est 
moindre que la somme des deux autres. 

Soit SABC l’angle trièdre formé par les an- 
gles plans ASB, BSC, CS.\; si ces trois angles 
sont égaux, le théorème est évident de lui- 
même. S’ils sont inégaux, et que l’angle ASB 
soit le plus grand des trois, il suffit de dé- 
montrer le tliéorème pour cet angle; car il est 
encore évident pour les deux autres BSC, CS.\, (|ui sont déjà 
moindres que l’angle ASB seul. 

Cela posé, je fais dans le plan SAB l’angle BSD égal à l’angle 
BSC; le côté SD se trouve dans l’angle ASB qui est par hypo- 
thèse plus grand que BSC. Je tire ensuite une ligne droite qui 
rencontre les trois lignes SA, SD, SB du même côté du point S; 
soient A, D, B les points d’intersection respectifs. Je prends 
sur l’arête SC une longueur SC égale à SD, et je mène un plan 
par la droite AB et le point C. Ce plan coupe les faces ASC, 
BSC de l’angle trièdre suivant les droites AC et BC, 

Les triangles BSC, BSD, sont égaux, car ils ont un angle 
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«gai compris eulre deux côtés égaux cLacun à chacun; par 
conséquent les deux autres côtés BC, BD sont égaux aussi, et 
la droite AD, dilTérence des deux côtés AB, BG du triangle 
ABC, est moindre que le troisième côté AC (P, 3, I, c). Les 
triangles ASD, ASC ont dès lors un côté inégal et deux côtés 
égaux chacun à chacun savoir : le côté AD moindre que 
AC, le côté SD égal à SC, et le côté SA commun. L’angle ASD 
opposé au côté AD est par suite moindre que l’angle ASC 
opposé au côté AC (P, 3, IV, c); or l’angle BSD est par hypo- 
thèse égal à BSC; donc on a : 

ASD-f BSD<ASC+BSC , 
ou 

ASB<ASC4-BSC. 


THÉORÈME IL 


Deux angles Irièdres S.\BC, SA'B'C' opposés au sommet ont 
tous leurs éléments, faces et angles dièdres, égaux chacun à 
chacun; mais ils ne sont superposables que si l un d'entre eux 
a deux faces égales. 

-En effet, les faces ASB, A'S’B' des angles tricdres S/UJC, 
SA'B'C^ sont égales comme op(>osées au 
sommet (P., 2, 111) ; il en est de même des 
faces ASC, A’SC^, ainsi que des faces 
BSC, B'S'CC L'angle dièdre BSAC est égal 
à l’angle dièdre B'SA'C', parce qu’ils 
sont opposés à l’arête (b, V) ; les angles 
dièdres ASCB, A'SC'B' sont aussi égaux par 
la même raison, ainsi quelesangles dièdres 
ASBC, A'SBC'. 

Je dis maintenant que, si l’angle trièdre 
SABG a deux faces égales, les angles triédres SABC, SA'B'C’ 
sont superposables; mais qu’ils ne le sont pas lorsque l’angle 
trièdre SABC a toutes ses faces inégales. 

Je suppose d’abord la face ASC de l’angle trièdre SABC égale 
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a la face BSC, et je fais coïncider les deux angles dièdres égaux 
ASCB, A’SC'B', en plaçant l’arêteSC'sur l’arête 
SC et le plan SC'B' sur le plan SCA ; car les plans 
SC' A', SCB s’appliquent alors l’un sur l’autre, 
à cause de l’égalité des deux angles dièdres. 
Cette superposition étant effectuée, je fais re- 
marquer que les angles B'SC', ASC sont égaux, 
parce que chacun d’eux est égal à l’angle BSC; 
dès lors l’arête SB' prend la direction de SA. 
Par une raison semblable, l’arête SA' s’appli- 
(|ue sur SB, et le plan SB' A' coïncide par suite avec le plan SAB. 
Donc les angles trièdres SABC, SA'B'C' sont égaux. 

Je suppose, en second lieu, que l’angle Irièdre SABC n’ait pas 
de faces égales, et je superpose encore les angles dièdres égaux 
ASCB, A'SC'B'; mais alors l’arête SB' ne prend pas la direction 
de SA, parce que les angles B'SC', ASC ne sont plus égaux; 
pareillement l’arête SA' ne s’applique pas sur SB, de sorte que 
le plan SB' A' ne coïncide pas avec le plan SBA. Les angles triè- 
dres S.ABC, SA'B'C' ne sont donc pas égaux. 



/femargur.— L’impossibilité de faire coïncider les deux an- 
gles trièdres SABC, SA'B'C', lorsque l’angle SABC n’a pas deux 
faces égales, provient de ce que les faces de cet angle ne sont 
pas assemblées dans le même ordre que les faces qui leur sont 
respectivement égales dans l’autre angle trièdre. On voit, en 
effet, que les deux faces égales ASC, A'SC' se trouvent l’une 
à la droite et l’autre à ta gauche de l’arcte CC'. 

Par un raisonnement analogue au précé- 
dent, on démontre que deux angles polyèdres 
SABCDE, SA'B'C'iyiî' opposés au sommet ont 
tous leurs éléments, faceset angles dièdres, égaux 
chacun à chacun, niaisqu'en général ils ne sont 
pas superposables, parce que leurs faces égales 
ne sont pus disposées dans le même ordre. On 
exprime ces différentes propriétés de deux 
angles polyèdres opposés au sommet en disant 
qu’ils sont symétriques. 
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THÉORÈME III. 


Si uu angle trièdre SABC a deu.r faces égales, CSA, CSB, 
les angles dièdres SB, SA opposés à ces faces sont égaux, et ré- 
ciproquement. 

Soit .SA'B'C' Uangle trièdre formé par les 
prolongements des arêtes -de l’angle trièdre 
S.\BC; ces deux angles opposés au sommet 
sont égaux, puisque les faces CSA, CSB de 
l’angle dièdre SABC sont égales par hypo- 
thèse (II), et leur superposition prouve l’é- 
galité des angles dièdres SB, SA'. Or l’angle 
dièdre SA' est aussi égal à l’angle dièdre SA, 
parce qu’ils sont opposés à l’arête (5, V); 
donc les angles dièdres SB, SA opposées aux faces égales CSA, 
CSB de l’angle trièdre SABC sont égaux. 

Réciproquement, on démontre par un raisonnement analo- 
gue au précédent que si un angle trièdre SABC a deux angles 
dièdres égaux SA, SB, les faces CSB, CSA opposées à ces angles 
sont égales. 

Corollaire. — Si les trois faces d'un angle trièdre sont égales, 
ses trois angles dièdres sont aussi égaux, et réciproquement. 



THÉORÈME IV. 


Si deux angles Iriédres ont leurs faces égales chacune à cha- 
cune, leurs angles dièdres opposés aux faces égales sont égaux 
chacun « chacun, et les deux angles Iriédres sont égaux ou sg- 
mélriques. 



y 



I ■ 


Soient SABC, S'A'B'C' 
deux angles trièdres; 
je suppose les faces 
ASB, BCS, CSA, du 
premier , égales res- 
peclivèment aux fa- 
ces A'S'IV, B'S'C', C'S' A' 


A>I. 
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du second, et je dis que l’angle dièdre BA.SG est égal à l’angle 
dièdre B'A'S’C'. 

Par un point (juelconque D de l’arête SA, je mène un plan 
perpendiculaire à cette droite ; il coupe les deux faces de l’an- 

s- gle dièdreBASCsuivant 

/j\ les droites DE, DF, qui 

/ I \ sont aussi perpendicu- 

I \ laires à SA, et dont l’an- 

M gle EDF sert de mesure 

' à l’angle dièdre BASC. 

Comme chacun des an- 
gles ASB, ASC, dont les plans forment l’angle dièdre BASC, 
peut être aigu, droit ou obtus, le plan EDF peut rencontrer 
chacune des deux droites SB, SC, ou être parallèle à l’une et 
couper l’autre, ou être parallèle à ces deux lignes, ou bien ren- 
contrer leurs prolongements au delà du point S. Pour éviter 
l’examen de ces différents cas, je prends sur les arêtes de l’an- 
gle trièdre S les longueurs égales SA, SB, SC; je mène un plan 
par les trois points A, B, C, et je substitue à l’angle trièdre S 
l’angle trièdre formé par les plans ASB, ASC, ABC. Ce nouvel 
angle trièdre a l’angle dièdre BASC commun avec l’angle triè- 
dre S, et le plan EDF rencontre ses arêtes AB, AC aux points 
E, F, puisque les angles BAS, CAS, adjacents aux bases AB, AC, 
des triangles isocèles SAB, SAC, sont aigus. 

Cela posé, je prends sur les arêtes de l’angle trièdre S' les 
longueurs S'A', S'B', S'C' égales à SA, et je fais .passer un plan 
par les trois points A', IT, C'. Je mesure ensuite sur A'S’ une 
longueur A'!)* égale à AD, et je mène par le point D' un plan 
perpendiculaire à l’arête S'A'. Ce plan coupe les trois faces 
A'S'B',' A'S'C', A'B'C', de l’angle trièdre A' suivant les droites 
D'E', D'F', E'F', et l’angle plan E'D F', dont les côtés sont per- 
pendiculaires à l’arête A'S', sert de mesure à l’angle dièdre 
B' A'S'C'. Il s’agit doue de démontrer légalité des deux angles 
EDF, E'D'F'. 

Les triangles SAB, S A'B' sont égaux, puisqu’ils ont par 
hypothèse un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun; donc l’angle SAB cstég.d à l’angle S'A'B' et le côté AR 
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éfral cûlc A'BÇ Je démontrerais de même l’égalité des trian- 
gles S.\C, S'A'C' et celle des triangles SBC, S'B'C'; il en résulte 
que l'angle SAC est égal à l’angle S'A'C', el que les côtés AC, 
BC sont égaux resiiectivemcnt aux côtés A'C', B'C'. Les deux 
triangles ABC, A'B'C', ayant les trois côtés égaux chacun 
à chacun, leurs angles BAC, B^\'C', sont aussi égaux. Cela 
posé, je fais remarquer que les triangles rectangles ADE, A'D'E' 
ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à cha- 
cun, et j’en conclus que le côté DR est égal à D E' et le côté 
AE égal à A'E'. La comparaison des deux triangles rectangles 
ADF, A'IFF' prouve de même l’égalité des côtés DF, D'F', et 
celle des côtés ,\F, A'F'. Les deux triangles AEF, A'E'F', ont 
dès lors un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun, et sont égaux; donc le côté EF est égal ait côté E'F'. 
Les triangles DEF, IFE'F', oht par conséquent les trois côtés 
égaux chacun à chacun, et l’angle EDF, opposé au côté EF, est 
égal à l’angle E'D'F', opposé au côté E'F'. 

Je dis maintenant qiie les deux angles Irièdrcs SABC, S'A'B'C', 
sont égaux ou symétriques, selon que leurs faces égales sont 
semblablement ou inTersement disposées. Je suppose l" les 
faces égales semblablement placées, et je superpose la face 
A'S'C' sur la face ASC qui lui est égale; comme les angles diè- 
dres S'A', SA, opposés aux deux faces égales B'S'C', BSC sont 
égaux, le [dan A'S'B' s’applique sur le plan ASB, et la droite 
S'B' sur la droite SB, puisque l’angle A'S'B' est égal à l’angle 
ASB. Les deux faces B'S'C', BSC coïncident par suite, et les 
deux angles trièdres S'A'B'G', SABC sont égaux. 

Je suppose en second lieu les faces égales des deux angles 
trièdres inversement placées; l’angle trièdre S' et le symétrique 
de l’angle trièdre S ont dès lors leurs faces égides chacune à 
chacune et semblablement placées; ils sont donc égaux, et 
les angles trièdres S, S' sont symétriques. 

THÉORÈME V. 

La fomme des (ares d’un angle pnlgèdre convele est plus pelile 
que quatre angles droits. 
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Soit SABCDE un angle polyèdre con- 
vexe, formé par les angles plans ASB, 
BSC, CSD, DSE, ESA; je le coupe par 
un plan qui rencontre toutes ses arêtes 
du même côté de leur intersection S; 
je prends un point quelconque 0 à l’in- 
térieur de la section ABCDE, et je le 
joins par des lignes droites à tous les 
sommets. Le polygone ABCDE est décomposé, par suite, en 
autant de triangles qu’il a de côlés, ou en autant de triangles 
que son plan en détermine sur les faces de l’angle polyèdre S. 

Cela posé, je considère successivement les divers angles 
trièdres que le plan de la section ABCDE fait avec les faces de 
l’angle polyèdre S. On a dans l’angle trièdre ABSE (I) : 
SAB-l-SAJ^BAE; 
on a de même dans l’angle trièdre BCSA : 

SBA-f SBC>ABC , 

et ainsi de suite. La somme des angles SAB, SBA, SBC, etc., 
formés sur les bases AB, BC, etc., des triangles S.AB, SBC, etc., 
est donc plus grande que celle deS’ angles intérieurs BAE, 
CBA, etc., du polygone ABCDE, ou plus grande que la somme 
des angles OAB, OBA, OBC, etc., formés sur les bases AB, 
BC, etc., des triangles OAB, OBC, etc. Or la somme de tous les 
angles des triangles SAB, SBC, etc., est égale à celle de tous 
les angles des triangles OAB, OBC, etc., puisqu’il y a le même 
nombre de triangles de part et d’autre; il faut donc que, dans 
le premier groupe de triangles, la somme des angles qui ont 
le point S pour sommet commun soit moindre que celle des 
angles qui, dans le second groupe de triangles, ont leurs 
sommets au point 0. Par conséquent, la somme des angles 
plans ASB, B^C, CSD, elc., qui forment l’angle polyèdre S, 
est moindre que quatre angles droits. 

PROBLÈMES. 

1. Quel est le lieu géométrique des points également dis- 
tants des trois faces d’un angle trièdre? 



Digilized by Googlf 


FIÜUKKS DANS L'ESPACE.— VI1« LEÇON. S!09 

2. Quel est le lieu géométrique des points également éloi- 
gnés des trois arêtes d’un angle trièdre? 

3. Les plans, menés perpendiculairement aux faces d’un 
angle trièdre par les arêtes opposées à ces faces, passent par une 
même droite. 

A. Les plans, menés par chacune des arêtes d’un angle 
trièdre et la bissectrice de la face opposée à cette arête, passent 
par une même -droite. 

5. Toute section, faite dans un angle trièdre rectangle par 
un plan perpendiculaire à l’une de ses arêtes, est un triangle 
rectangle. 

6. Le point de rencontre des hauteurs du triangle qu’on 
obtient en coupant un angleHrièdre trirectangle par un plan 
(|uelconque est la projection du sommet de l’angle trièdre sur 
ce plan . 

7. Si l’on coupe un angle trièdre trirectangle par un plan 
qui rencontre ses trois arêtes, t“ le triangle intercepté sur cha- 
cune des faces est moyenne proportionnelle entre sa projection ' 
sur le plan sécant et la section que ce plan détermine dans 
l’angle trièdre; 2o le carré de celte section est égal à la somme 
des carrés de ses projections sur les faces de l’angle trièdre. 

8. Couper un angle polyèdre à quatre faces par un plan tel 
que la section soit un parallélogramme. 

9. Les perpendiculaires, abaissées d’un point pris à l’inté- 
rieur d’un angle trièdre sur les plans des faces de cet angle, 
sont les arêtes d’un second angle trièdre qui a pour faces et 
pour angles dièdres les suppléments des angles dièdres eteeux 
des faces du premier. 

10. La plus grande face d’un angle trièdre est opposée au 
plus grand angle dièdre, et réciproquement. 

H. La somme des angles que les arêtes d’un angle trièdre 
font avec les faces qui leur sont respectivement opposées est 
moindre que la somme des trois faces, et plus grande que la 
moitié de cette somme. 

« 
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PBOGRAsi»e : Des polyèdres. — Parallélipipède. — Mesure du volume du 
parallélipipède rectangle, du parallélipipède quelconque, du prisme 
triangulaire, du prisme quelconque. 


DÉFINITIONS. 

1. Lu polyèdre est un corps terminé en tous sens par des 
plans. Les polygones formés par les intersections de ces plans 
sont les /'aces dn polyèdre, et leur ensemble constitue sa surface. 

On appelle angles d’un polyèdre les angles polyèdres que ses 
faces font entre elles; — sommets, les sommets de ses angles ; — 
arêtes., les côtés de ses faces; — diagonale, toute droite t|ui 
joint deux de ses sommets non situés dans la même face. 

On désigne sous les noms particuliers de tétraèdre, d’hexaè- 
dre, d'octaèdre, de dodécaèdre et d’isocaèdre les polyèdres qui 
ont quatre, six, huit, douze et vint/t faces. 

2. Un polyèdre est régulier lorsque ses angles sont égaux, et 
que ses faces sont des polygones réguliers égaux. 

11 n’y a que cinq polyèdres réguliers, qui sont : 1“ le tétraè- 
dre régulier dont la surface est composée de 4 triangles équi- 
latéraux, assemblés 3 à 3 autour de chaque sommet; 2» l’hexaè- 
dre régulier, ou cube, qui est formé de (J carrés, réunis 3 à 3 
autour de chaque sommet; 3» l’octaèdre régulier qui est com- 
posé de 8 triangles équilatéraux, assemblés 4 à 4 autour de 
chaque sommet; 4» le dodécaèdre régulier, ayant pour faces 
12 pentagones réguliers, assemblés 5 à 3 autour de chaque 
sommet; 5°rfcosaèdre régulier dont la surface est composée 
de 20 triangles équilatéraux, réunis .H à 5 autour de chaque 
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sommet. On reconnaît facilement qu’il n’y a que ces cinq po- 
lyèdres réguliers, eq cherchant combien on peut former d’an- 
gles polyèdres n’ayant pour faces que des angles de polygones 
réguliers. En effet, 1» avec l’angle du triangle équilatéral, qui 


2 

vaut - d’angle droit, on peut construire trois angles polyèdres 


ayant 3, 4 ou 5 faces, puisque la somme des faces d’un angle 
polyèdre est moindre que 4 angles droits (7, V), et que la somme 

2 

de plus de 3 angles égaux à - égale ou surpasse 4 angles 

«i 


droits. On verrait de même qu’on ne peut former qu’un seul 
angle polyèdre avec Pangle du carré, avec l’angle du penta- 
gone régulier, et (|ue cet angle polyèdre n’a que trois faces, 
mais qu’il est impossible d’en construire avec les angles de tous 
les autres polygones réguliers. 

3. Un polyèdre est convexe s'il est tout entier d’un même 
côté de chacun des jilans prolongés indéliniment qui le termi- 
nent. Dans le cas contraire, on dit qu’il est concave. 

Un plan coupe la surface d’un polyèdre convexe suivant un 
l)olygone convexe, puiscpie ce polygone est tout entier d’un 
même côlé de chacune des droites qui le forment. Une ligne 
droite ne peut rencontrer par suite la surface d’un polyèdre 
convexe en plus de deux points. 

4 . On distingue parmi les polyèdres le prisme et la pi/ra- 
mide. Occupons-nous d'abord du prisme. 

Un prisme est un polyèdre qui a deux faces égales et paral- 
lèles, unies par des fiarallélogrammes. 

On donne le nom de bases aux deux faces égales et parallèles 
du prisme, et celui de faces latérales aux divers parallélo- 
grammes qui composent le reste de sa surface. 

La hauteur d’un prisme est la distance des plans de ses 
bases. On sait que celte distance a pour mesure la perpendieu- 
laire menée d’un point quelconque de l’une des bases sur l’au- 
tre (3, IX, c). 

Pour construire un prisme, je prends un polygone quel- 
conque, parcxemple le pentagone ABCDE, et je mène |>ar ses 
sommets, d’un même côlé de son plan, les droites AF, BG, CH, 
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ni, EK, parallèles et éjjales entre elles. Je trace ensuite les 
côtés du polygone FGHIK, qui a pour 
sommets les extrémités de ces parallèles, 

D et je dis que le polyèdre ÂBCDEFGHIR est 
un prisme. Je remarque, en effet, que 
chacun des quadrilatères AK, El, DH, CG, 
BF, est un parallélogramme , puisqu’il a 
deux côtés égaux et parallèles d’après la 
construction. Les pentagones ABCÜE , 
FGHIK ont, par suite, les côtés égaux et parallèles chacun 
à chacun; ils sont donc égaux, et le polyèdre Al, qui a deux 
faces égales et parallèles, unies par des parallélogrammes, 
est un prisme. 

5. Un prisme est triatigulaire, quadrangulaire, pentagonal, 
hexagonal, etc., selon que sa base est un triangle, un quadri- 
latère, un pentagone, un hexagone, etc. 

6. On dit qu’un prisme est droit ou oô/igue lorsque les plans de 
ses faces latérales sont perpendiculaires ou obliques à deux des 
bases. Les faces latérales d’un prisme droit sont des rectangles. 

7. Si l’on coupe un prisme par un plan qui rencontre toutes 
ses faces latérales, la portion de ce prisme comprise entre le 
plan sécant et l’une des bases est ce qu’on appelle un prisme 
tronqué, ou un tronc de prisme. 

9. On nomme parallélipipède tout prisme dont 
les bases sont des parallélogrammes. — Dès lors le 
parallélipipède est compris sous six faces qui sont 
des parallélogrammes. 

10. Lorsque les bases d’un parallélipipède droit 
sont des rectangles, on désigne ce polyèdre sous le nom de 
parallélipipède rectangle, et l’on dit qu'il a pour dimensions les 
longueurs des trois arêtes issues d’un même sommet. 

Le parallélipipède rectangle dont les faces sont des carrés 
est appelé cube ou hexaèdre régulier. 

8. On appelle t'o/umed’un polyèdre la grandeur du lieu qu’il 
occupe dans l’espace. — Si deux polyèdres ont le même volume 
sans avoir la même forme, on dit qu’ils sont équivalents. 
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THEOREME I. 

Les sections MNOPQ, RSTUV, faites dans un prisme AK par 
deux plans parallèles qui rencontrent toutes ses faces latérales 
sont des polygones égaux. 

I ^ En effet, les deux plans parallèles MO, RT 
coupent la face AC du prisme suivant les 
droites MN, RS, qui sont parallèles (3, VH); 
doue le quadrilatère MXSR est un parallélo- 
gramme, et les parallèles MN, RS sont égales. 
Je prouverais de même que les côtés NO, 
OP, etc., de la section MNOPQ sont parallèles 
et égaux respectivement aux côtés ST, TU, etc., 
de la section RSTUV. Ces polygones ont aussi les 
angles égaux chacun à chacun ; car leurs angles, considérés 
deux à deux, ont les côtés parallèles et dirigés dans le même 
sens (3, XI). Ainsi l’angle MNO est égal à l’angle RST, l’angle 
NOP égal à l’angle STU, etc. Donc les sections MNOPQ, RSTUV, 
qui ont les côtés égaux et les angles égaux chacun à chacun, 
sont égales. 

Corollaire.— Toute section faite dans un prisme par un plan 
parallèle à sa base est égale à celte base. 

Remarque.— Oa appelle section droite d’un prisme toute 
section faite dans ce polyèdre par un plan perpendiculaire à 
ses arêtes latérales. 

THÉORÈME IL 

Deux prismes sont égaux s'ils ont un angle dièdre égal, com- 
pris entre une base et une face latérale égales chacune à cha- 
cune, et semblablement placées. 

Soient la base ÂBCDE du prisme AK égale à la base A^R'CIEE' 
du prisme A'K', la face latérale ABGF 
égale à la face latérale A'B'G'F', et 
l’angle dièdre ABégalàl’angledièdre 
A'B'; je dis que les prismes AK, A'K' 
sont égaux, si leurs faces égales sont 
semblablement placées dans leurs 
)dans respectifs. 
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GEOMETRIE. 

Pour le démontrer, je saperposc 
les deux polygones égaux ABCDE, 
A'B'C'iyE' de manière qu’ils coïnci- 
dent, et je remarque ensuite que le 
plan A'B'G' s'applique sur le plan 
ABG, à cause de l’égalité des deux 
angles dièdres AB, A'B'. Les paral- 
lélogrammes ABGF, A'B'G'F', étant égaux par hypothèse, et 
placés de la même manière dans leurs plans respectifs, l’angle 
A'B'G' égale dès lors l’angle ABG; l’arête B'G' prend par suite 
la direction de l’arête BG. Or ces droites sont égales; donc 
leurs extrémités G et G' se confondent. 

La coïncidence des deux bases inférieure^ ABCDE, A'B'C'iyE' 
et celle des deux arêtes BG, B'G' étant établies, les arêtes laté- 
rales C'H', IVK', etc., du prisme A'K', qui sont parallèles à B'G', 
s’appliquent respect! veinent sur les arêtes lalérales CH, DK, etc., 
du prisme AK, qui sont parallèles à BC, et les sommets des 
bases supérieures G'H'K'L'F', GHKLF coïncident deux à deux. 
Les prismes AK, A'K', étant ramenés à avoir les mêmes som- 
mets, ne font plus qu’un même polyèdre ; ils sont donc égaux. 


Corollaire. — Deux prismes droits AK, A'K', sont égaux, s'ils 
ont les bases égales et les hauteurs égales. 

En effet, l’angle dièdre droit AB est égal à l’angle dièdre 
droit A'B', et les rectangles ABGF, A'B'G'F', qui ont les bases 
égales et les hauteurs égales, sont égaux. Les prismes AK, A'K' 
ont donc un angle dièdre égal compris entre une base et une 
face latérale égales chacune à chacune et semblablement dis- 
posées; par conséquent ils sont égaux. 


THÉORÈME III. 


TquI prisme oblique est équivalent à un prisme droit, ayant 
pour hauteur l'une des arêtes latérales du prisme oblique et 
pour base sa section droite. 

Soit le prisme oblique AK, qui a pour bases les polygones 
ABCDE et FGHKL; je mène par les extrémités A et F de 
l’arête latérale AF les plans AB'C' et FG'H' perpendiculaires 
à cette droite. Les sections AB'C D'E', FG'H'K'L' sont deux 
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polygones égaux , puisque leurs plans sont 
parallèles (1) ; par conséquent , le polyèdre 
AB'G'D'E'FG'IEK'L' est un prisme droit, qui a 
pour hauteur l’arôte latérale AF du prisme 
oblique AK et pour base sa section droite 
AB'C'IVE'. Je dis que ces deux prismes sont 
équivalents. 

Je commence par démontrer l’égalité des 
deux polyèdres ABCDEB'C'iyE',FGHKLG'H'K'L', 
(|ii’on obtient en retranchant successivement les 
deux pristnes AK, AK', de tout le polyèdre AB'C'D'E'FGHKL. 
A cet effet, je superpose les deux sections égales AB'C'D'E', 
FG'H'K'L' de manière qu’elles coïncident ; les arêtes B'B, 
G'G, qui sont respectivement perpendiculaires à ces sections, 
et qui ont la même longueur AF — BG', prennent alors la 
même direction, et leurs extrémités B, G s’appliquent l’une 
sur l’autre. Il en est de même des sommets C et H, des som- 
mets D et K, ainsi que des sommets E et L. Par conséquent, 
les deux polyèdres convexes AB'CD, FG'HK, que je ramène à 
avoir les mêmes sommets, coïncident et sont égaux. 

Je remarque, en second lieu, que si je retranche successive- 
ment ces deux polyèdres égaux de la figure entière AB'C'FGK, 
les deux polyèdres restants, c’est-à dire les deux prismes AK, 
AK', doivent être équivalents, Donc le prisme oblique AK' est 
équivalent au prisme droit AK, qui a pour hauteur l’une des 
arêtes latérales du prisme oblique, et pour base sa section 
droite. 

THÉORÈME IV. 


Le» faces opposées d'un paraUélipipède sont égales et paral- 
lèles. 

Soit le paraUélipipède AG, qui a pour 
bases les parallélogrammes ABCD, EFGH ; 
ces deux quadrilatères sont égaux, et 
leurs plans sont parallèles d’après la 
définition du paraUélipipède. Je dis que 
les autres faces opjiosées, par exemple 
ABFE et DCGH, sont aussi égales, et que 
leurs plans sont parallèles. 
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Ces parallélogrammes ont un angle égal, compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun. En effet, le côté AB est égal au 
côté DC, parce qu’ils sont opposés l’un à l’autre dans le paral- 
lélogramme ABCD; le côté AE est égal à DH par une raison 
semblable, et l’angle BAE est égal à l’angle CDH, parce que 
leurs côtés sont parallèles deux à deux et dirigés dans le même 
sens. Par conséquent, les deux faces opposées ABFE, DCGH, 
sont égales (P., 10, V), et leurs plans sont parallèles, puisqu’ils 
contiennent les angles BAE, CDH, dont les côtés sont parallèles 
chacun à chacun (3, XI). 

Remarque.— Oa peut prendre pour bases d’un parallélipi- 
pède deux faces opposées quelconques; car elles sont égales et 
parallèles. 

Corollaire.— Toute section faite dans un parailélipipède 
par un plan qui rencontre deux faces opposées est un parallé- 
logramme. 

Car cette section est un quadrilatère dont les côtés opposés 
sont parallèles, comme intersections de deux plans parallèles 
par un même plan (3, VH). 

THÉORÈME V. 

Le plan mené par deux arêtes opposées d’un parallélipipéde 
divise ce polyèdre en deux prismes triangulaires qui sont équi- 
valents. 

Soit le parallélipipéde AG, dans 
® lequel les arêtes BF, DH sont oppo- 
sées Tu rit à l’autre. Ces droites, 
étant parallèles à la même arête AE, 

• sont parallèles entre elles (3, II, c), et 
le plan qu’elles déterminent partage 
le parallélipipéde AG en deux polyè- 
dres ABDEFH, BCDFGH, qui sont 
des prismes triangulaires. En effet, les deux faces triangulaires 
.\BD, EFH du premier polyèdre ont les côtés égaux et paral- 
lèles chacun à chacun; donc elles sont égales, et leurs plans 
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sont parallèles (3, XI). Ce polyèdre est par suite un prisme, 
car ses autres faces sont des parallélogrammes. 11 en est de 
même du polyèdre BCDFGH. 

Je dis maintenant que ces deux prismes triangulaires sont 
équivalents. Ce théorème est évident si le parallélipipède AG 
est droit, car les deux prismes, qui sont aussi droits, ont leurs 
bases égales et k même hauteur ; ils sont donc égaux (II, c). 

Pour démontrer le môme théorème lorsque le parallélipi- 
pède AG est oblique, je mène le plan MNOP perpendiculaire 
aux arêtes latérales des deux prismes, et je fais remarquer que 
le prisme oblique AFH est équivalent au prisme droit qui au- 
rait pour base la section droite MNPdu-prisme oblique, et pour 
hauteur son arête latérale BF (III); pareillement, le prisme 
oblique CFA est équivalent au prisme droit, ayant pour base 
sa section droite NOP et pour hauteur son arête latérale BF. 
Or, les bases MNP, NOP des deux prismes droits sont égales, 
parce qu’elles ont les trois côtés égaux chacun à chacun; ces 
prismes ont en outre la même hauteur BF; donc ils sont égaux 
(II, c). Les prismes obliques AFH, CFH sont par suite équiva- 
lents. 

THÉORÈME VI. 

Deux paralléHpipêdes rectangles de même base sont propor- 
tionnels à leurs hauteurs. 

Soient ABCDE et ABCDK deux parallélipi- 
pèdes rectangles, ayant la même base ABCD 
et les hauteurs inégales AE, AK; je suppose le 

5 

rapport de ces hauteurs égal à — (P.,15,déf.3); 

O 

ces droites ont dès lors une commune mesure 
AO contenue 5 fois dans AE et 3 fois dans AK. 
Par les points O, R, K, S, qui divisent AE en 5 
parties égales, je mène des plans perpendicu- 
laires à cette droite; ces plans déterminent dans le paralléli- 
pipède AE des sections qui sont parallèles à la base ABCD 
(.3, VI) et, par suite, égales à cette base (I). Le parallélipipède 
AE est donc divisé en cinq parallélipipèdes rectangles égaux. 
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car leurs bases sont égales et leurs liautcnrs égales (II); le pa- 
railélipipède AK cortlenant trois de ces parallélipipèdeS par- 
tiels, ces deux polyèdres ont une coniiiiUne mesure ABCDO, 
qu’ils contiennent respectivement autant de fois que les 
hauteurs AE, AK, contiennent leur commune mesure AO ; 
par conséquent le rapport des deux parallélipipèdes rectangles 
ABCDE, ABCDK, qui ont la même base ABCD, est aussi égal à 

ou au rapport de leurs hauteurs AE, AK. 

THÉORÈME Vil. 

Deux parallélipèdes reclanglès de même hauteur sont pro- 
portionnels à leurs bases. 

Soient P et P' deux parallélipidèdes rectangles de même 
hauteur h, dont les bases respectives R, R' ont pour dimen- 
sions les lignes a, 1/, et a’, b'.ie construis un parallélipipcde 
reclangle P" sur les trois lignes h. a, b', et je le compare d’a- 
bord au parallélipipède P. Ces deux polyèdres ont une face 
égale qui a pour dimensions les lignes h, a, et que je prends 
pour leur base; ils sont donc proportionnels à leurs hauteurs 
b, b' (VI), de sorte qu’on a : 

L— 

p// — Il ' 

Les deux parallélipipèdes P'', P', ont aussi une base égale dont 
les dimensions sont h et b'; par conséquent, on a aussi (VI) : 

P' ~ a'' 

Cela posé, je multiplie les deux cgalilés précédentes membre 
à membre; je divise ensuite les deux termes du premier pro- 
duit par leur facteur commun P”, et je trouve que 

P a xb 

'F~ a'x b'' 

Or, les deux rectangles R et R' sofït proportionnels aux pro- 
duits O X b, a' X b', de leurs bases par leurs hauteurs (P., 3o, 
H) ; donc 

P_— 

P' “ R' ■ 
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THÉORÈME VIII. 

Deux parallélipipèdes rectangles quelconques soûl propor- 
tionnels aux produits de leurs hases par leurs hauteurs. 

Soient P, P' deux parallélipipèdes rectangles, ayant pour 
bases les rectangles R, R' et pour hauteurs les lignes h, h'. Je 
construis un parallélipipède rectangle P" de même base R que 
le parallélipipède P, et de même hauteur /i’ que le parallélipi- 
pède P’. Les deux parallélipipèdes P, P", ayant la même base, 
sont proportionnels aux hauteurs h et h' (VI), de sorte que 

Ï- — JL 

p// — 

Comme les parallélipipèdes rectangles P", P', ont la même 
hauteur, ils sont proporlionnels à leurs bases R, R' (Vil), et 

— JL 

P' “ iv' 

Cela posé, je multiplie les deux égalités précédentes membre 
à membre; je divise ensuite les deux termes du premier pro- 
duit par leur facteur commun P", et je trouve que 
P _ Rx/t 
P'~R’x/i'‘ 

THÉORÈME IX. 

Le volume d'un parallélipipède rectangle esl égal au pro- 
duit de sa base par sa hauteur, si l’on prend pour les unités de 
volume et de surface le cube et le carré faits sur l’unité de lon- 
gueur. 

Soit à mesurer le volume d’un parallélipipède rectangle P, 
ayant le rectangle R pour base et la ligne h pour bauleiir ; je 
prends pour les uni lés de volume et de surface le cube et le 
carré construits sur l’unité de longueur, et j’ai, d’après le théo- 
rème précédent : 

H è » „ I. 

1=1 * 

Or, les nombres P, R et è sont les mesures respectives 
du parallélipipède rectangle, de sa ba.se et de sa hauteur; 
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donc l’égalilé précédente exprime que le nombre qui représenle, 
la mesure du parallélipipède rectangle, c'est-à-dire son volume, 
est égal au produit des deux nombres qui représentent les 
mesiires de sa base et de sa hauteur. On énonce ordinaire- 
ment ce résultat de la manière suivante : Jx volume du pa- 
rallélipipède rectangle est égal au produit de sa base par sa 
hauteur. 

. CoROLLAiAE 1. — Soient a et b les dimensions du rectangle R^ 
on sait que (P., 30, 111) 

Rz=o. X b; 

on a par suite Pégalité : 

V = axbxh, 

qui exprime que le volume du parallélipipède rectangle est 
aussi égal au produit de ses trois dimensions; car les nombres 
a, b, h, sont les mesures des trois dimensions du parallélipi- 
péde P. 

Ce nouvel énoncé de la mesure du parallélipipède ne dépend 
pas de l’unité de surface. 

Corollaire 11 . — Le volume d'un cube est égal au produit de 
ses trois dimensions, ou à la troisième puissance de son côté. 

Réciproquement, la troisième puissance d'un nombre quel- 
conque peut être considérée comme le volume d'un aibe dont la 
longueur du côté est représentée par ce nombre. 

Ce corollaire et sa réciproque expliquent la synonymie des 
mots cube et troisième puissance d’un nombre, employés dans 
l’arithmétique. 

Remarque, — Si l’on prend le mètre pour l’imité de lon- 
gueur, le mètre carré sera l’unité de surface, et le mètre cube, 
l’unité de volume. 


THÉORÈME X. 

Le volume d'un parallélipipède quelconque est égal au pro- 
duit de sa base et de sa hauteur. 

Ce théorème est déjà démontré pour un parallélipi|>ède rec- 
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tangle (IX). Il s’agit donc d’en établir la vérité pour le paral- 
lélipipède droit et pour le paralléli pi pède oblique. 

1» Soit le parallélipipède droit ÂG qui a le 
parallélogramme ABCD pour base et la droite 
^ ÂE pour hauteur; par un point quelconque A 
de l’arête AB, appartenant à l’une des bases, je 
mène un plan perpendiculaire à cette arête ; la 
section AEH'D' est un rectangle, puisque les 
faces opposées BE, CH, du parallélipipède AG sont perpendicu- 
laires aux bases AC, EG. 

Cela posé, je fais remarquer que le parallélipipède proposé 
AG est équivalent au parallélipipède droit qui aurait la section 
AEH'D' pour base et l’arête AB pour hauteur (III). Or, ce der- 
nier i>arallélipipède droit est rectangle, puisque sa base est un 
rectangle ; il a donc pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur, c’est-à-dire AExAD'xAB (IX). Dès lors le paralléli- 
pipède AG a aussi pour mesure AExAIVxAB, c’est-à-dire le 
produit de sa hauteur AE par sa base ABCD ; car l’aire de celte 
base est égale à AD'xAB. 

2“ Soit le parallélipipède oblique AG 
i}ui a pour base le parallélogramme 
ABCD; par un point quelconque E de 
l’arête EF, appartenant à l’une des bases, 
je mène le plan EKN perpendiculaire à 
cette arête, et je remarque ensuite que le 
parallélipipède proposé est équivalent au 
parallélipipède droit qui aurait la section droite EKNO pour 
base et l’arête EF, pour hauteur (111). Soit ER la perpendicu- 
laire abaissée du point E sur le plan ABCD; celte droite est à 
la fois la hauteur du parallélipipède proposé AG et celle du pa- 
rallélogramme EKNO, car elle est comprise dans le p.an de 
ce quadrilatère, et perpendiculaire au côté KN (6, II). Donc le 
parallélipipède droit a pour mesure ERxNKxEF; le volume 
du parallélipipède oblique AG est par suite égalà ERxNKxEF, 
c’est-à-dire au produit de sa hauteur ER par sa base ABCD que 
a pour mesure NKxAB, ou NKxEF. 

AM. j;, 
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THÉORÈME XI. 



Le volume d’un prisme est égal au produit de sa base par sa 
hauteur. 

Je considère d'abord le prisme triangu- 
laire ABCDEF qui a le triangle ABC pour 
base, et dont FG est la hauteur. Sur l’angle 
trièdre A de ce prisme, je construis le pa- 
rallélipipède AK en menant par l'extrémité 
de chacune des trois arêtes AB, AG, AF, un 
plan parallèle au pion des deux autres. Les 
deux prismes triangulaires ABÇDEF et BCHDEK dans lesquels 
le parallélipipède est divisé par le plan de ses deux arêtes 
opposées BD, CE, sont équivalents (V); le parallélipipède AK est 
donc le double du prisme proposé. Or, il a pour mesure le pro- 
duit de sa base 2ABC par sa hauteur FG (X); donc le prisme 
triangulaire ABCDEF a pour mesure ABCxFG, c’est-à-dire, te 
produit de sa base ABC par sa hauteur FG. 

Soit, en second lieu, le prisme polygMial ABDK, je décom- 
pose ce polyèdre en prismes triangulaires, en 
menant des plans par l’arête latérale AF et 
par chacune des arêtes CH, DK, qui lui sont 
parallèles, et ne font pas partie de la même face. 
Ces prismes triangulaires ont la même hauteur 
que le prisme polygonal, et pour bases les trian- 
gles .\BC, ACD, ADE, dans lesquels le polygone 
ABCDE est décomposé par ses diagonales AC, AD, tirées du 
sommet A. Or, chacun d’eux a pour mesure le produit de sa 
base par sa hauteur; donc le volume du prisme polygonal 
ABCK est égal à (ABG-l-ACD-t-ADE)xH, c’est-à-dire égal au 
produit de sa base ABCDE par sa hauteur H. 

Corollaire. — Deux prismes qui ont des bases équivalentes 
sont proportionnels à leurs hauteurs. — Deux prismes sont pro- 
portionnels à leurs bases, s’ils ont la même hauteur. 

PRODLEMBS. 

1. Les diagonales d’un parallélipipède sont inégales, à 
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moins que le parallélipipède ne soit rectangle.-~^s droiles se 
divisent muluellpmenten deux parties égales. 

2. Le carré d’une diagonale d’un parallélipipède rectangle 
est égal à la somme des carrés des trois dimensions du parallé- 
lipipède. 

3. Calculer, à un décimètre cube près, le volume d’un prisme 
droit dont la base est un hexagone régulier, en sachant que le 
côté de la base est de 1“,56 et la hauteur de 2"*, 45. 

4. Un prisme droit a pour base un triangle équilatéral; son 
volume est égal à d mètre cube, et sa hauteur égale à 0™,80. 
Calculer, à 1 centimètre près, le côté de sa base. 

5. Le volume d’un prisme triangulaire est égal à la moitié 
du produit d’une face latérale quelconque par la distance de 
cette face à l’arôte qui lui est opposée. 

(). Si, sur trois droites parallèles et non situées dans le même 
plan, on prend des longueurs AA', BB', CC', égales à une droite 
donnée, le volume du prisme triangulaire .\A'BB'CC' est con- 
stant, quelles que soient les positions respectives des arêtes AA', 
BB' et CC'. 

7. Couper un cube par un plan tel que la section soit un 
hexagone régulier. 

8. La somme des distances des sommets d’un parallélipipède 
à un plan qui lui est extérieur égale huit fois la distance du 
point d’intersection des diagonales de ce polyèdre au même 
plan. 

9. Trouver sur un plan le lieu géométrique des points tels 
que la somme des carrés des distances de chacun d’eux aux 
sommets d’un parallélipipède soit égale à un carré donné. 

10. Soit ABCD un rectangle; du sommet A on abaisse la per- 
pendiculaire AE sur la diagonale Bl); par le point d’intersec- 
tion E de ces deux lignes, on lire la droite EG perpendiculaire 
au côté BC du rectangle, et la droite EH perpendiculaire au côté 
CD. 1“ Démontrer les égalités suivantes : 

AB^ _ EG 
AÜ^“EH* 

AE»=BDxEGxEH. 
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S** Déduire de ce qui précède un moyen de construire une 
droite qui soit à une droite donnée dans le même rapport que 
deux cubes donnés. 

3° Prouver que les droites DH, BG sont deux moyennes pro- 
portionnelles entre EH et EG, c’est-à-dire que l’on a : 

M _DH _ BG 
DH “ BG' “ EG ■ 
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DIXIÈME ET ONZIÈME LEÇON. 


PiiOGBAHHE : Pyramide. — Mesure du volume de la pyramide triangulaire, 
de la pyramide quelconque. — Volume d'un tronc de prisme à bases pa- 
rallèles. — Exercices numériques. 


DERNITIONS. 


I . On appelle pyramide un polyèdre dont l’une des faces est 
un polygone quelconque, et dont les autres faces sont des trian- 
gles ayant pour bases les côtés de la face polygonale et pour 
sommets un même point de l’espace. 

On donne le nom de base à la face polygonale, et celui de 
sommet au point commun à toutes les faces triangulaires dont 
l’ensemble forme la surface latérale de la pyramide. — La 
hauteur de la pyramide est la distance de son sommet à sa 
base. 



Le polyèdre SABCDE est une pyramide qui 
a pour base le pentagone ABCDE et pour som- 
met le point S. Sa surface latérale est composée 
des cinq triangles SAB, SBC, SCD, SDE, SAE, 
et sa hauteur est représentée par la perpendi- 
culaire SF, abaissée du sommet sur le plan de la 
base. 


2. Une pyramide est triangulaire, quadr angulaire, penta- 
gonale, eic., selon que sa base est un triangle, un quadrilatère, 
un pentagone; etc. On donne le nom particulier de tétraèdre 
à une pyramide triangulaire. 

3. On dit qu’une pyramide est régulière lorsque sa base est 
un polygone régulier, et . que la droite qui joint le centre de 
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ce polygone au sommet de la pyramide est perpendiculaire à 
la base. 

A. Si l’on coupe une pyramide par un plan qui rencontre 
toutes les faces latérales, la portion de ce polyèdre comprise 
entre la base et le plan sécant est appelée pyramide tronquée 
ou tronc de pyramide. 


THÉORÈME 1. 


1* Tout plan abcde, parallèh à la baie XBCÜE d'une pyra- 
mide SABCDE, divise les arêtes latérales et la hanteuf eti parties 
proportionnelles. 

2“ La section abcde faite dans la pyramide est semblable d 
la base. 


// . 1 , 


-•«r 


m 


•!^i\ 




1<* Je mène par le sommet S de la pyramide 
le plan MN parallèle à la base ABCD, et je fais 
remarquer que les arêtes latérales SA, SB, SC, 
etc., sont divisées, ainsi que la hauteur SF, en 
segments proportionnels par les trois plans pa- 
rallèles MN, ad, AD (3, X). On a donc ; 

aA' “ bB~ ~f¥ 

2“ Les plans de la base ABCDE et de la 
section abcde étant parallèles, leurs intersections par chacune 
des faces latérales de la pyramide sont des droites parallèles 
(3, Vil). Les angles ABC, abc, ont dès lors les côtés parallèles 
deux à deux et dirigés dans le même sens; ils sont donc égaux 
(3, XI). Pareillement, l’angle BCD est égal à bcd; l’angle CDE 
é.gal à cde, etc. 

Il résulte aussi du parallélisme des droites AB et ab que 
les triangles SAB, Saô sont semblables (P., 21, 1); on a par 
suite : 

AB _ SB 
ab ~ Sb‘ 

La similitude des deux triangles SBC, Sbc, donne aussi 

bc ~ Sb \ . . 
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par conséqueat on a : 

8 

ab bc 

Oa prouverait de même l’éj^alité des deux rap> 

. BC CD . „ . . , CD 

ports puis celle des deux rapporls— 



D de 


et ainsi de suite. Les polygones ABCDE, 


® ® abcde, sont dès lors semblables ; car ils ont les 

angles égaux et les côtés homologues proportionnels. 

Corollaire. — La section abcde étant semblable à la base 
de la pyramide, les aires de ces deux polygones sont propor- 
tionnelles aux carrés de leurs côtés homologues (P., 33, 11) ; on 
a donc : 

abcde ab' 

ABCDE ~ÂB*‘ 

Or, on sait que 

ab S6 S/'_ 

ÂB“ SB'“" SF’ 
par conséquent on a aussi 

^ 

abcde S/'« 

De là résulte ce théorème : Les seclions, faites dans une pyra- 
mide par des pians pütallêles, sont proportionnelles ausc carrés 
de leurs distances du sommet de la pyramide. 


TIIÉÜKÈME IL 

Si deux pyramides ont ta même hauteur, les seclions faites 

par des plans parallèles aux 
hases, à la même distance des 
sommets, sont proporiionneltes 
aux bases. 

\ Je suppose la hauteur SE de la 
^ pyramide SABC égale à la hau- 
teurS'E'delapyramideS'A'B'C'D'. 
et je prends sur ces lignes les 
longueurs égales Se, We'; puis je mène par le point e le plan 



KV.g 
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abr parallèle à la base ABC, et par le point e* le plan a'h'dd' 
parallèle à la base A'B'C'IV. 

La section abc faite dans la pyramide SABC étant parallèle 
à la base ABC, les aires de ces polygones sont proportionnelles 
aux carrés de leurs distances au sommet S (1) ; on a donc 

abc Se* 

ABC ~ 

La section a'h'dd' faite dans la pyramide S^VB'C'iy étant aussi 
parallèle à la base A'B’C'D', on a pareillement 
a'b'c'd' S'c* 

Or les hauteui'S SE, S'E' sont égales par hypothèse, ainsi que 
les droites S«, S'e' ; par conséquent 

abc a'b'cd' 

ABC” A'B'C'D ' 

Corollaire. — Si les bases des deux pyramides sont équiva- 
lentes, les sections abc, a'Vdd' , le sont aussi. 

THÉORÈME 111. 

Deux pyramides sont égales lorsqu’elles ont un angle dièdre 

égal, compris entre une base 
et une face latérale égales cha- 
cune à chacune et semblable- 
ment placées. 

La démonstration de ce 
théorème est identique à celle 
qu’on a faite dans la huitième 
leçon pour établir les condi- 
tions d’égalité de deux prismes (8, 11). 

THÉORÈME IV. 

Deux pyramides triangulaires qui ont les bases équivalentes 
et les hauteurs égales sont équivdlentes. 
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Soient SABC, S'A'B'C', deux pyramides triangulaires, ayant 

leurs bases ABC, A'B^C', 
équivalentes, et leurs 
hauteurs égales; je dis 
qu’elles sont équiva- 
lentes. 

Pour le démontrer, 
je place ces pyramides 
sur le même plan, et je 
divise l’une de leurs 
arêtes latérales en un nombre quelconque de parties égailes, 
par exemple l’arête SA en quatre parties égales. Par les points 
de division D, E, F, je mène ensuite des plans parallèles au 
plan ABC qui contient les bases; chacun de ces plans fait des 
sections équivalentes dans les deux pyramides, puisque leurs 
bases sont équivalentes (II, c). 

Cela posé, par les sommets G et H de la section DGH je trace 
des parallèles à l’arête SA jusqu’à la rencontre du plan de la 
base ABC, et je tire la droite KL qui joint les deux points 
d’intersection. Chacun des quadrilatères ADGK, ADHL, GKLH 
est un parallélogramme, et les triangles AKL, DGH, compris 
dans des plans parallèles sont égaux, parce qu’ils ont les côtés 
égaux chacun à chacun; le polyèdre AKLDGH est donc un 
prisme triangulaire. Je construis de même sous chacune des 
sections EMN, FRQ, de la pyramide SABC un prisme qui ait 
cette section pour base, et dont les arêtes latérales soient aussi 
parallèles à SA et terminées au plan de la section précédente. 
J'inscris pareillement dans la pyramide S'A'B'C' autant de 
prismes qu’elle a de sections, et je prends leurs arêtes latérales 
parallèles à S'A'. 

Je remarque ensuite que le prisme ADGH inscrit dans la 
pyramide SABC est équivalent au prisme A'D'G'H' inscrit dans 
la pyramide S'A'B'C', parce qu’ils ont la même hauteur et que 
leurs bases DGH, D'G'H', sont équivalentes (8, XI). Or, les 
prismes DEMN, IFE'M'N’ sont équivalents par la même raison, 
ainsi que les prismes EFQR, E'F'Q'R'; donc la somme des 
prismes inscrits dans la pyramide SABC est égale à celle des 
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prismes inscrits dans la pyramide S'A'B'C'. Si maintenant je 
double indéfiniment le nombre des divisions de l’aréte SA, et, 
par suite, celui des prismes inscrits dans chaque pyramide, la 
somme des prismes inscrits dans SABC ne cesse pas d’être 
égale à celle des prismes inscrits dans S'A'B'C'; j’en conclus 
dès lors que les limites de ces deux sommes, c’est-à-dire les 
deux pyramides * SABC, S'A'B'C', sont équivalentes. 

THÉORÈME V. 


Le volume d’une pyramide est égal au tiers du produit de sa 
base par sa hauteur. 

Soit d’abord la pyramide triangulaire 
SABC; je construis sur sa base ABC un 
prisme triangulaire ABCDSE dont les arêtes 
latérales soient parallèles à BS, et je dis que 
la pyramide SABC est le tiers de ce prisme. 

En effet, le prisme ABCDSE est égal à la 
somme de la pyramide triangulaire SABC 
ët de la pyramide quadrangulaire SACED. Or, le plan SAE 
divise la pyramide quadrangulaire en deux pyramides trian- 
gulaires SADE, SACE, qui sont équivalentes (IV), puisqu’elles 



' Conrorinéinenl à l'esprit du programme, j'admets que la pyramide S.4BC 
est la limite vers laquelle tend la somme des prismes 
inscrits dans ce polyèdre lorsque le nombre de ces 
prismes croit indéfiniment. 

Cependant, pour démontrer ce théorème, il suffi- 
rait de remarquer 1° que si l’on mène par le point P 
un plan parallèle à la face SBC, ce plan passe par 
chacune des droites ST, OP, KL, puisque les droites 
SF, QF, MO, GK, HT, NP, HL, sont égales et paral- 
lèles; 2* que l'excès de la pyramide SABC sur la 
somme des prismes inscrits est dès lors moindre que 
le tronc de pyramide compris entre les plans parallèles SBC, FKL. Car, la 
distance de ces plans étant plus petite que SF qui est l'une des divisions 
de l'aréte S.-^, l'épaisseur du tronc de pyramide et son volume, par suite, 
diminuent indéfiniment, lorsqu'on divise SA en parties égales dé plus en 
plus petites. 



Digitized by Google 



FIGURES DANS L’ESPACE.— X« CT XI. LEÇON. 231 


ont le même sommet S, et que leurs bases ADE, ACE, placées 
sur le même plan, sont é^^ales comme ayant les côtés égaux 
chacun à chacun. Je remarque ensuite que les pyramides 
SABC, SADE, ont des bases égales ABC, SDE,et la même hauteur 
SO que le prisme ; donc elles sont équivalentes, et le prisme 
.\BCDSË est le triple de la pyramide SABC. Or, ce prisme a 
pour mesure le produit ABCxSO ; par conséquent, le volume 
de la pyramide est égal à ^ ABC x SO, c'est-à-dire au tiers du 
produit de sa base par sa hauteur. 

Je considère, en second lieu, la pyramide 
ï polygonale SABCDE, que je décompose en 

/ ' pyramides triangulaires, en menant un plan 



par l'une de ses arêtes latérales, par exemple 
SA, et par chacune des diagonales de la base 
issues du sommet A. Ces pyramides ont pour 
bases les triangles ABC, ACD, ADE, dans les- 


quels le polygone ABCDE est divisé par ses diagonales AC, AD, 
et pour hauteur la perpendiculaire SO, menée de leur sommet 
commun S sur le plan qui contient leurs bases. Le volume de 
chacune de ces pyramides étant égal au tiers du produit de sa 
hase par sa hauteur, celui de la pyramide polygonale SABCDE 
est égal à i(ABC-l-ACD-l-ADE) xSO, ou au tiers du produit 
de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. — Toute pyramide est le tiers d’un prisme de 
base équivalente et de même hauteur (8, X). 

Corollaire II. — Deux pyramides de même base sont pro- 
portionnelles à leurs hauteurs. — Si deux pyramides ont la 
même hauteur, elles sont proportionnelles à leurs bases. 

Corollaire III.— Pour mesurer le volume d’uii polyèdre 
quelconque, on le décomiiosc en pyramiiles ayant pour bases 
ses diUcrentes faces, et pour sommet commun un point quel- 
conque pris à l’intérieur de ce polyèdre. Un calcule ensuite le 
volume de chacune de ces pyramides, et on fait la somme de 
leurs mesures. 


S’il existe à l’intérieur du polyèdre un point également éloi- 
gné de toutes ses faces, et qu’on le prenne pour le sommet de 
toutes les pyramides, le volume du polyèdre sera égal au tiers 
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du produit de sa surface totale par la perpendiculaire abaissée 
de ce point sur l’une de ses faces. 


THÉORÈME VI. 


l'n tronc de pyramide à bases parallèles est équivalent à trois 
pyramides, ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc 
et pour bases respectives la base inférieure du tronc, sa base 
supérieure et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases. 



f” Je considère le tronc de pyramide trian- 
gulaire ABCDEF, dont les bases ABC, DEF 
sont parallèles. Les plans EGA, ECD, menés 
par la diagonale DC de l’une des faces laté- 
rales et par chacun des sommets A, D, exté- 
rieurs à cette face, décomposent ce polyè- 
dre en trois pyramides triangulaires EABC, 


ECDF, EACD. La première, EABC, a pour face la base infé- 
rieure ABC du tronc; si je prends ce triangle pour sa base, 
elle aura la même hauteur que le tronc, car son sommet E est 
un point de la base supérieure DEF delà pyramide tronquée. 
La seconde pyramide ECDF peut être considérée comme ayant 
pour base le triangle DEF, qui est la base supérieure du tronc ; 
elle a par suite la même hauteur que le tronc , puisque 
son sommet C est un point de la base inférieure ABC. Quant 
à la troisième pyramide EACD, je la transforme en une autre 
GACD de même base ACD et de même hauleur (IV), en trans- 
portant son sommet E au point G, où la droite EG, menée 
parallèlement à AD, rencontre le côté AB de la base inférieure 
ABC. Je considère ensuite la pyramide GACD comme ayant le 
triangle ACG pour base et le point D pour sommet; sa hauteur 
est alors égale à celle du tronc. Je dis que sa base ACG est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases ABC, DEF, de la 
pyramide tronquée. 

Pour le démontrer, je mène du point G, jusqu’à la ren- 
contre de AC, la droite GH parallèle à BC, et je fais remarquer 
que le triangle AGH est égal au triangle DEF. En effet, leurs 
côtés AG, DE, sont égaux comme côtés opposés du parallélo- 
gramme AGED, et les angles GAH, AGH, sont égaux respecti- 


Digilized by Google 



, FIGURES DANS L’ESPACE. -X« ET XI* LEÇON. 233 

vement aux angles EDF, DEF, parce qu’ils ont leurs côtés pa- 
rallèles deux à deux et dirigés dans le même sens (3, XI). Cela 
posé, je compare successivement le triangle 
ACG aux deux triangles ABC, AGH. Les trian- 
gles ACG, ABC, ont le sommet C commun et 
leurs bases AG, AB, situées sur la même droite; 
donc leurs hauteurs sont égales, et le rapport 
de leurs aires est le même que celui de leurs 
bases (P., 30, V, c), de sorte que 
ABC 



ACG 


ag' 


Les triangles ACG, AGH, ont aussi la même hauteur, puisque 
leurs bases AC, AH, sont situées sur la même droite, et que le 
point G est leur sommet commun; par conséquent 
ACG _ AC 
AGH ~ AH ' 

AB AC 


Mais les rapports 


sont égaux à cause du parallélisme 


des droites BC, GH (P., 21, 1); il résulte donc des deux égalités 
précédentes qu’on a 

ABC _ ACG 
ACG ~ AGH ’ 

c’est-à-dire que le triangle ACG est moyenne proportionnelle 
entre les deux triangles ABC, AGH. 

2“ Soit le tronc de pyramide 
ABCDEFGH, qu’on obtient en 
coupant la pyramide polygonale 
SABCD par le plan EFGH paral- 
lèle à la base ABCD ; je construis 
sur le plan ABC une pyramide 
triangulaire S'A'B'C', ayant la 
même hauteur que la pyramide 
SABCD et pour base un triangle A'B'C' équivalent au polygone 
ABCD (P., 31, prob, 1). Ces deux pyramides sont équivalentes, 
parce qu’elles ont la même mesure (V). 

Je remarque ensuite que le plan EFG détermine dans ces 
pyramidesdeuxseetionséquivalentesEFGH,E'FT.'(lI,c), etj’eii 
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conclus que la pyramide S'E'F'G' est équivalente à la pyramide 
SEFGH. Le tronc de pyramide triangulaire A'B'C'E'F'G' 
est, par suite, équivalent au tronc de pyramide polygonal 
ABCDEFGH; or le tronc de pyramide triangulaire est équiva- 
lent à la somme des trois pyramides qui ont la même hauteur 
que le tronc, et dont les bases respectives sont la base inférieure 
du tronc, sa base supérieure et la moyenne proportionnelle 
entre ces deux bases. Donc, etc. 

r 

/temarque.— Soient B, b les bases d’un tronc de pyramide 
dont les plans sont parallèles, et h sa hauteur; son volume V 

est égal à ^ hxB+{hxb+^h x / B6, ou à i^A(B-f^+/Bi»). 

On peut éviter le calcul de l’une des deux bases B et(, 
parce qu’elles sont semblables (1). En effet, si l’on désigne par 
A et a deux côtés homologues de ces bases, on a (P., 33, 11) ; 

b 0^ 

B—Â*' 

et, par conséquent, ô=B x 
En remplaçant b par cette valeur dans l’égalité 
\=±h(B + b + ^Bb), 

on trouve, après l’extraction de la racine carrée ; 



Celle formule, qui n’exige pas d’extraction de racine, est d’une 
application plus facile que la précédente. 



THÉORÈME Vil. 


Le volume d'un tronc de prisme triangulaire ABCDEF est égal 



« la somme des volumes de trois pyramides trian- 
gulaires, ayant pour base commune la base infé- 
rieure ABC du tronc et pour sommets respectifs 
les sommets D, E, F, de la base supérieure. 

Je mène les plans ECA, ECD, par la diago- 
nale EC de l’une des faces latérales du tronc de 
prisme et par chacun de ses sommets A, D, 
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qui sont exlérieurs à cette face. Ces plans décomposent le 
T, tronc en trois pyramides triangulaires ECAB, 

ECAD, ECDF. La première, ECAB, a le triangle 
\ v^ abc pour base et le point E pour sommet; la 
V seconde, ECAD, est équivalente à la pyramide 
A(^\..C)(! ®CAD, parce qu’elles ont la même base CAD, 
et que leurs sommets E, B, sont situés sur une 
" droite parallèle au plan de leur base. Or la py- 
ramide BCAD peut être considérée comme ayant le triangle 
ABC pour base et le point D pour sommet; donc la seconde 
pyramide ECAD est équivalente à une pyramide qui aurait le 
triangle ABC pour base et le point D pour sommet. La troi- 
sième pyramide ECDF est équivalente à la pyramide ABCF, 
parce que leurs bases CDF, CAF, sont deux triangles équiva- 
lents, et que leurs sommets E, B, se trouvent sur une droite 
parallèle au plan de leurs bases. Mais on peut prendre le 
triangle ABC pour la base de la pyramide ABCF et le point F 
pour son sommet; donc le prisme tronqué ABCDEF est équi- 
valent à la somme de trois pyramides ayant le triangle ABC 
pour base commune et les points D, E, F, pour sommets. 

Remarque. — Soient h, h', h", les distances des sommets 
D, E, F, de la base supérieure du prisme tronqué à sa base 
inférieure que je désigne par b, le volume de ce polyèdre est 
égal à J è X -f i 6 X /F -f i è X A", ou a {b (h-\- h> + h"). 

Corollaire. — Le volume d'un tronc de prisme triangulaire 
est égal au produit de sa section droite par le tiers de la somme 
de ses trois arêtes latérales. 

EXERCICES NUMÉRIQUES. 

t. Calculer, à un centimètre cube prés, le volume d’un té- 
traèdre régulier dont l'arête est égale à O^.eo. 

Je commence par chercher les expressions de la base et de la 
hauteur du tétraèdre en fonction de l’arète que je désigne |>ar 
a. La base est un triangle équilatéral dont le côté est exprimé 

O* ! .‘J 

para; l’aire de ce triangle égale donc — (P., .'>0, V, c). 
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Pour calculer la hauteur du tétraèdre, je remarque : 1» que 
cette droite fait un triangle rectangle avec l’une des arêtes 
latérales et le rayon du cercle circonscrit à la base, et que 
l’arête latérale est l’hypoténuse de ce triangle; 2° que le rayon 
du triangle équilatéral dont le côté égale a est représenté par 


— ^ (P., 28, 11). J’en conclus que la hauteur du tétraèdre 
v^3 

a /e 

par conséquent, ce polyèdre est 


égale 




ou 


• Telle est l’expres- 


, aV3 a»/6 

pour mesure | x — V~x 

4 O VZ 

sion du volume d’un tétraèdre régulier en fonction de son 
arête a. 

Si je suppose maintenant l’arête a égale à 0“,60, je trouve 

^ — ,.ou 25 décimètres cubes 456 centimètres cubes 
pour le volume demandé. 

2. Calculer, à un décimètre cube prèn, le volume d‘un tronc 
de pyramide à bases parallèles, ensachant que la hauteur de ce 
tronc est de 3 mètres et que ses bases sont deux hexagones régu- 
liers dont les côtés ont 0",80 et 0“,60 de longueur. 

Si l’on désigne par h la hauteur du tronc de pyramide pro- 
posé, par A un côté de sa base inférieure B et par a le côté 
homologue de la base supérieure, le volume V de ce polyèdre 
est donné par la formule (VI, c) : 

v=-^(*+ï+(xJ)' 

Or, l’hexagone régulier construit sur la droite A est égal à la 
somme de six triangles équilatéraux construits sur la même 
droite ; par conséquent on a (P., 30, V.) 

_6AV3 

4 

En remplaçant B par cette valeur dans l’expression du volume 
V, on arrive à la formule suivante : 

^._ /t(A»-)-Aa-f-a^) /~3 


B: 
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Pour faire l’application numérique proposée, on prendra 
/i=:3, A=0,80, 0=0,60, et l’on trouvera 

V= 1 ,50 (0,64+ 0,48 + 0,36) / 3, 
ou V = 3"‘-',845. 


3» Les amas de pierres qu’on fait de distance en distance le 
long des routes ont la forme de prismes quadrangulaires tron- 
qués dont deux faces latérales opposées sont des rectangles, 
tandis que les deux autres sont des trapèzes isocèles, égaux 
entre eux. Chacun de ces troncs de prisme a dès lors pour bases 
deux trapèzes isocèles égaux, et c’est par la plus grande de ses 
faces rectangulaires qu’il s’appuie sur le sol. 


Les côtés AB, BC, de l'une des faces rectangulaires d'un amas 
de pi>rre.t .\BCDA'B'C'1V ont i“,20 0'",40 de longueur; les 

côtés A'B', B'C', de l’antre face rectangulaire sont égaux respec- 
tivement à O™, 54 et 0",i8. Calculer le volume de, cet amas de 
pierres dont la hauteur est égale à 0'",80. 

Je cherche d’abord l’expression du volume du prisme 
tronqué en fonction des lignes don- 
nées; pour cela, je désigne par a et 6 
les dimensions AB, BC, de la face rec- 
tangulaire ABCD, par a' et V les di-' 
mensions A'B^, B'C', de l’autre face 
rectangulaire A'B'C'’D', et par d la dis- 
tance E’G de ces deux faces. Le plan 
mené par les arêtes parallèles A'B' et DC décompose le prisme 
quadrangulaire tronqué en deux troncs de prismes triangu- 
laires ABCDA'B'. et A'B'C'D'CD; le premier a pour mesure le 
produit de sa section droite EFE' par le tiers de la somme 
2 a+ a' de ses arêtes latérales (VII, c) . Or la base EF du triangle 
EFE' est égale à b, et sa hauteur E'G égale à d; donc sa surface 



a pour mesure le produit 


bxd 

2 


’ et le volume du tronc de 


prisme ABCDA'B' est par suite égal à — (2a+a'). Je prouve- 
rais de même que le tronc de prisme A'B'C'D'CD a pour mesure 
AM. 16 
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É^ià 

— (2a' + a); par constkiuent le volume de l’amas de piertes 
est égal à ^ (2a -}- a') + ^ 4 - <*)• 

Si je suppose maintenant a =1'", 20, t=0'",'40, o' = 0“,54, 
^'r^O^jlSet ri = 0">,80,je trouve * 

0,40 x 0,80(2,40 + 0,54) 0.18x0,80(1,08 + 1,20) 

0 8 

OU 211 décimètres cubes 520 centimètres cubes pour le volume 
demandé. 

Hemarque î . — La formule 

Y (2fl + a') + Y + «) 

sert aussi à calculer la capacité des fossés ou cuveUes que l’on 
creuse le long des routes. Si on y fait b' =0, elle se réduit à 

Y (2a + fl')- 

Elle exprime alors le volume d'un tronc de prisme triangu- 
laire dont les bases sont deux triangles isocèles égaux, et qui a 
pour faces latérales un rectangle et deux trapèzes isocèles 
égaux; c’est la forme qu’on donne aux toits de certains édifices, 
aux piles de boulets dans les parcs d’artillerie, etc. 

Remarque //.—Si l’on suppose les rectangles ABCI), A'B’C'iy, 
semblables, c’est-à-dire si l’on a : 

Il h 



les arêtes .\A', BB', CC', DD , prolongées. Concourent âu même 
point. On peut alors considérer le polyèdre ABCDA'B'C'D' 
comme un tronc de pyramide ; à ce point de vue, son volume 
est égal à (Vl) ; 

^ (ab + a'é' + / aba'b ') . 

J 

11 est facile de vérifier l’idendilé de cette formule et de la pré- 
cédente, én tenant compte de la condition 

a b 
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PROBLEMES. 


t. Les plans bissecteurs des angles dièdres d’un tétraèdre 
passent par le même point. 

2. Les plans perpendiculaires aux milieux des arêtes d’un 
tétraèdre passent par un même point. 

3. Déterminer à l’intérieur d’un tétraèdre un point tel qu’en 
le joignant à tous les sommets on décompose le tétraèdre en 
quatre pyramides triangulaires équivalentes. 

4. Le plan bissecteur d’un angle dièdre d’un tétraèdre divise 
l’arête opposée en deux segments proportionnels aux faces ad- 
jacentes. 

5. Tout plan qui passe par les milieux de deux arêtes oppo- 
sées d’un tétraèdre le divise en deux parties équivalentes. 

6. Si, par le sommet S du tétraèdre SABC, 
on mène la droite SD formant des angles 
égaux avec les faces SAB, SBC, SAC, et qu’on 
joigne les sommets A, B, C, de la base au 
point D dans lequel cette droite rencontre 
ABC, les triangles DAB, DBC, DAC, sont pro- 
*’ portionnels aux faces SAB, SBC, SAC. 

7. Ou donne deux tétraèdres ABCD, A'B'C'D', tels que les 
droites AA', BB', CC', DD', qui joignent deux à deux les som- 
mets correspondants, concourent en un même point. 

Démontrer que, si les faces correspondantes se coupent, les 
quatre droites d’intersection sont situées dans un même plan. 
(Concours de logique scientifique, 18.73.) 

8. Par un point quelconque pris à l’intérieur de la base d’une 
pyramide régulière, on élève une perpendiculaire sur cette 
base; cette perpendiculaire rencontre toutes les faces latérales 
de la pyramide, prolongées au besoin. On demande de démon- 
trer que la somme des distances des points de rencontre au 
plan de la base est une quantité constante. (Concours de logique 
scientifique, 18o2.) 


I î 

JM ^ 


\ 
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Prograkxe : Polyèdres semblables. — En coupant une pyramide par un 
plan parallèle à sa base, on détermine une pyramide partielle semblable 
à la première. — Deux pyramides triangulaires qui ont un angle dièdre 
égal, compris entre deux faces semblables et semblablemeut placées, sont 
semblables. (Nota. On se bornera â ce sml cas de similitude.) 


DÉFINITIONS. 

Deux polyèdres sont semblables s’ils ont les faces semblables 
chacune à chacune, et que leurs angles polyèdres formés par 
les faces semblables soient égaux. 

Deux points, deux lignes, deux faces, deux angles dièdres ou 
polyèdres, qui se correspondent dans deux polyèdres sembla- 
bles, sont appelés homologues. Ainsi, deux angles polyèdres 
égaux sont des angles homologues, et leurs sommets, des points 
homologues. Pareillement, deux arêtes, deux diagonales, ter- 
minées à des sommets homologues, sont des lignes homo- 
logues. EnGn, deux faces semblables sont aussi des faces ho- 
mologues. 

THÉORÈME I. 

Les arêtes homologues de deux polyèdres semblables P e( F 
sont proportionnelles. 

Il est d’abord évident que les côtés homologues de deux 
faces homologues quelconques des polyèdres semblables P et 
F sont proportionnelles, puisque ces faces sont des polygones 
semblables. Je remarque ensuite que le côté commun à deux 
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faces adjacentes A, B, du polyèdre P est homologue au côté 
commun aux deux faces adjacentes A', B', qui sont respective- 
ment homologues à A et B dans le polyèdre F ; donc le rapport 
de similitude (P., 21, déf.) des deux faces homologues A, A', est 
le même que celui de deux autres faces homologues B, B'. Par 
suite, les arêtes homologues des deux polyèdres P, F. sont pro- 
portionnelles. 


THEOREME 11. 


En coupant une pyramide par un plan parallèle à sa base, 
on détermine une seconde pyramide semblable à la première. 

Soit abcdlà section faite dans la pyramide 
SABCD par un plan parallèle à sa hase ABCD; 
je dis que les pyramides Sabcd, SABCD, sont 
semblables. 

Je remarque d’abord que leui-s faces 
" homologues sont semblables. En effet, le 
plan de la section abcd étant parallèle à la 
'■ base de la pyramide SABCD, les polygones 
abcd, ABCD, sont semblables (10, 1); les triangles homologues 
Saô, SAB, sont aussi semblables, car ils ont les angles égaux 
chacun à chacun, à cause du parallélisme des droites ab et 
AH, etc. 

Je dis, en second lieu, que les angles polyèdres homologues 
des pyramides Saôrd, SABCD, sont égaux. L’angle polyèdre S 
leur est commun; poiu- démontrer l’égalité des deux angles 
trièdrcs homologues a et A, je les superpose en plaçant le 
sommet a sur le sommet A, l’arête aS sur l’arête AS, et faisant 
coïncider le plan Sad avec le plan SAD. L’arête ad prend 
alors la direction de l’arête AD, parce que l’angle Sod est égal 
à l'angle SAD; pareillement, le plan Sab s'applique sur le 
plan SAB, à cause de l’égalité des deux angles dièdres dSab, 
DSAB, et l’arête ab prend la direction de l’arête AB, puisque 
les deux angles Saô, SAB, sont égaux. Dès lors la troisième 
face dab de l’angle trièdre a coïncide aussi avec la troisième 
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face DAB de l’autre angle trièdre A, et ces deux angles trièdres 
sont égaux. Il en est de même des deux angles trièdres b et 
B, etc. Donc les pyramides Saôcd, SABCD, qui ont les faces 
semlilables chacune à chacune et les angles polyèdres homo- 
logues égaux, sont semblables. 

THÉORÈME III. 

Deux pyramides triangulaires qui ont un angle dièdre égal, 
compris entre deux faces semblables chacune à chacune et sem- 
blablement placées, sont semblables. 

Soient SABC, S'A'B'C', deux pyramides triangulaires qui ont 

les angles dièdres AB, Â' B' , égaux 
et dont les faces S.\B, S'A'B',sont 
semblables, ainsi que les faces 
ABC, A'B'C' ; je dis que ces pyra- 
mides sont semblables, si toute- 
fois les faces SAB, ABC , de la 
pyramide SABC ont la même 
disposition relative que les faces 
homologues S'A'B', A'B'C', de 

Je prends d’abord sur l’arête BA une longueur Ba égale à 
l’arête B'A', puis je mène par le point a le plan acs parallèle à 
la face ACS de la pyramide SABC. Ce plan détermine une pyra- 
mide saBc semblable à SABC (II) ; je vais démontrer qu’elle est 
égale à la pyramide S'A'B'C'. Je remarque, en effet, que l'angle 
dièdre oB est égal par hypothèse à l'angle dièdre A'B', et le 
triangle saB égal au triangle S'A'B', parce que chacun d’eux 
est semblable au triangle SAB et que leurs côtés homologues 
aB, A'B', sont égaux. Le triangle aBc est aussi égal au triangle 
A'B'C' par la mémo raison ; donc les pyramides triangulaires 
saBc, S'A'B'C', qui ont un angle dièdre égal compris entre 
deux faces égales chacune à chacune et semblablement. pla- 
cées, sont égales (10, III). La pyramide S'A'B'C est, par suite, 
semblable à la pyramide SABC. 



l’autre pyramide S'A'B'C'. 
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PROBLÈMES. 

1. Deux pyramides polygonales sont semblables lorsqu’elles 
ont un angle dièdre égal, compris entre une base et une face 
latérale semblables chacune à chacune et semblablement pla- 
cées. 

2. Les surface^ de deux pyrqqijdes semhl<lhles sont propor- 
tionnelles aux carrés de deux arêtes homologues. 

3. Couper une pyramide par un plan parallèle à .sa base, de 
manière que la surface de la pyramide déterminée par ce plan 
et celle de la pyramide donnée soient proportionnelles aux deux 
longueurs m et n. 

4. Si deux pyramides semblables ont leurs faces homologues 
parallèles chacune à chacune, les droites qui joignent leurs 
sommets homologues concourent au même point. 

5. Si l’on divise dans un même rap[»oi't les droites menées 
d’un point à tons les sommets d’une pyramide, les points de 
division peuvent être considérés comme les sommets d’une 
seconde pyramide semblable à la première. 

6. Si l’on mène par les sommets d’un tétraèdre des plans 
parallèles aux faces opposées, le tétraèdre formé par ces plans 
est-il semblable au premier tétraèdre? 
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PioeiUKiiE : Décomposition des polyèdres semblables en pyramides trian- 
gulaires semblables. — Rapport de leurs volumes. — Exercices numé- 
riques. 


THÉORÈME 1. 


Deux polyèdres semblables peuvent être décomposés en un 
même nombre de pyramides triangulaires semblables et sembla- 
blement placées. 

Soient P et P' deux polyèdres semblables; je commence par 

diviser en triangles sembla- 
bles leurs faces homologues, 
qui , comme ÂBCDE et 
A'B'C'D'E', ne sont pas trian- 
gulaires. A cet effet, je trace 
les diagonales homologues 
de ces polygones ; ces lignes 
décom [)Osen t les surfaces des 
deux polyèdres en un même 
nombre de triangles semblables et semblablement placés. 

Cela posé, je partage le polyèdre P en pyramides triangu- 
laires, ayant pour bases les divers triangles dans lesquels j’ai 
décomposé sa surface, et pour sommet commun un point quel- 
conque 0, pris à l’intérieur de ce polyèdre. Pour déterminer 
dans l’autre polyèdre P' le point 0' homologue à 0, je mène 
par l’une de ses arêtes, par exemple A'B', un plan qui forme 
à l’intérieur de ce polyèdre, avec la face A'B'C'D'E', un angle 



I 
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dièdre égal à l’angle dièdre OABC ; je construis ensuite dans 
ce plan le triangle A'B'O' semblable au triangle ABO, en 
faisant les angles A'B'O', B'A'O', égaux respectivement aux 
angles ABO, BAO. Le sommet O' du triangle A'B'O' étant 
homologue au sommet O du triangle ABO, je partage le po- 



lyèdre P' en pyramides trian- 
gulaires, ayant pour sommet 
' ' commun le point O' et pour 
// I ' y- bases les différents triangles 
^^jp'^y./dans lesquels j’ai divisé sa 
\ I 'W surface. Les deux polyèdres 
P et F sont alors décomposés 
“ en un même nombre de py- 
ramides triangulaires, sem- 


blablement placées; je dis que ces tétraèdres sont sembla- 


bles deux à deux. 


Je considère d’abord les tétraèdres OABE, OBDE, OBCD, et 
les tétraèdres homologues O'A'B'E', O'B'FE', O'FC'D', qui ont 
pour bases les triangles semblables dans lesquels j’ai décom- 
posé les faces homologues ABCDE, A'B'C'IVE', des deux polyè- 
dres. Les tétraèdres OABE, O'A'B’E', sont semblables, parce 
qu’ils ont les angles dièdres égaux AB, A'B', compris entre 
deux faces semblables chacune à chacune et semblablement 


placées (12, 111) ; par conséquent le triangle QBE est semblable 
au triangle homologue O'B'E', et l’angle dièdre OBEA égal à 
l'angle dièdre homologue O'B'E' A'. Les deux tétraèdres sui- 
vants OBDE, O'B'D'E', sont aussi semblables par la même rai- 
son; car leurs bases BDE,B'D'E', sont semblables par hypothèse, 
ainsi que leurs faces latérales homologues OBE, O'B'E', et 
l’angle dièdre OBED est égal à l’angle dièdre O'B'E'D', puisque 
leurs suppléments OBEA, O'B'E' A', sont égaux. Je prouverais 
de même la similitude des deux tétraèdres OBCD, O'B'C'D'. 

Je considère, en second lieu, les tétraèdres correspondant à 
deux autres faces homologues CDFG, C'D'F'G' des polyèdres 
P et P', adjacentes aux faces ABCDE, A'B'C'D'E', et je dis que 
ces tétraèdres sont aussi semblables deux à deux. En effet, les 
tétraèdres homologues OCDF, O'C'D'F', ont leurs bases CDF, 


Digitized by Google 




m GKOMKÏHIE. 

C'IVF', semblables imr hypotbèse; |eui-s faces latérales ÜIH), 

tyC'!)', sont aussi sembla- 
bles, à cause de la simiT 
litiidedestétraédresObCp, 
O'B'C'D'; de plus, l’angle 
dièdre OCDF est la diffé- 
rence des deux angles diè- 
dres BCDF, BCDO. Or l’an- 
gle BCDF égale l’angle 
B'C'Ü'F', parce qu’ils sont 
homologues dans les deux polyèdres semblables P, P', et 
l’angle BCpO égale l’angle B'C'D'O', parce qu’ils sont homo- 
logues dans les tétraèdres semblables OBCD, O'B’C'D'. Par con- 
séquent l’angle dièdre OCDF égale la différence des angles 
dièdres B'C'D'F', B'C'D'O', c’est-à-dire l’angle dièdre O'C'D'F'. 
Les tétraèdres OCDF, O'C'D'F', sont donc semblables, puisqu’ils 
ont un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables 
chacune à chacune et semblablement placées- le prouverais de 
même la similitude des autres tétraèdres correspondant aux 
deux faces CDFG, C'D'F'G', et ainsi de suite, Dès lors les po- 
lyèdres P et P' sont décomposés en un même nombre de pyra- 
mides triangulaires semblables et semblablement placées. 

CoaouAiKE.— On peut prendre le point O sur la surface 
même du polyèdre P. Si ce point coïncide avec l’îm des soim 
mets de P, par, exemple avec A, le point O' coïncidera avec Ip 
sommet A' homologue à A, et les arêtes latérales des tétraèdres 
dans lesquels on décomposera les polyèdres P et P' seront des 
diagonales homologues de ces polyèdres, Par conséquent, les 
diagonales homologues de deuçe polyèdres semblqbles sont pro- 
portionnelles à leurs arêtes homologues (13, 1). 


THÉORÈME 11. 

Réciproquement : Deux polyèdres P et P', composés d'un 
même nombre de pyramides triangulaires semblaldes et sensr 
hlablement placées, sont semblables. 
le dis d’abord que si deux pyramides 0ABE> OBDE du po- 
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lyedre P ont leurs bases ARE, DDE, comprises dans le même 
plan, il en est de même des bases A'B'E', B'D'E', des pyramides 
homologues O'A'B'E', O'B'D'E', du polyèdre P'. 

En effet les triangles ABE, BDE, étant situés dans le même 
plan, les deux angles dièdres adjacents OBEA, OBED, valent 
ensemble deux angles dièdres droits (o, V), Or les' angles 
dièdres homologues OBEA, O'B'E'A', des deux tétraèdres sem- 
blables OABE, O’ A'B'E', sont égaux -, les angles dièdres OBED, 



O'B'E'D', sont aussi égaux 
par la même raison. Par 
conséquent les angles diè- 
dres adjacents O'B'E'A', 
O'B'E'D', sont supplémen- 
taires; ce qui exige que 
leurs faces non communes 
B'E'A', B'E'D' soient dans 
le même plan (5, VI). 


Cela posé, je fais remarquer que le polyèdre P ayant une 
face ABCDE, composée de trois triangles ABE, BDE, BCD, les 
triangles A'B'E', B'D'E', B'C'D', qui leur sont respectivement 
semblables, forment la face correspondante A'B'C'D'E' de 
l’autre polyèdre P'; or ces deux faces homologues sont com- 
posées d’un même nombre de triangles semblables et sembla- 
blement placés, donc elles sont semblables. Il en est de même 
des faces CDFG, C'D'F'G', et ainsi de suite. 

Je dis, en second lieu, que l’inclinaison des deux faces adja- 
centes ABCDE, CDFG, du polyèdre P est égale à celle des doux 
faces correspondantes A'B'C^IFE', C'D'F'G', du polyèdre F. Je 
remarque, en effet, que l’angle dièdre BCDF est égal à la 
somme des angles dièdres BCDO, FCDO; or les angles dièdres 
homologues BCDO, B'C'D'Û', des tétraèdres semblables OBCD, 
O'B'E'D', sont égaux, ainsi que les angles dièdres homologues 
FCDO, F'C'D'O', des tétraèdres semblables OCDE, O'C'iyF'. Par 
conséquent, l’angle dièdre BCDF égale aussi la somme des 
angles dièdres B'C'D'O', F'C'D'O', c’est-à-dire l’angle dièdre 
B'C'D'F'. 


Il résulte évidemment de ce que les faces homologues des 


Digitized by Google 



i48 GÉOMÉTHIE. 

polyèdres P et P' sont semblables, également inclinées et 
semblablement placées, que leurs angles polyèdres homo- 
logues, tels que SABCD, S'A'iyC'D', ont tous leurs éléments, 

faces et angles dièdres, égaux 
chacun à chacun et semblable- 
ment placés; par conséquent 
ils sont superposables et, dès 
lors, égaux entre eux. Les polyè- 
dres P et P' sont donc sembla- 
bles, puisqu’ils ont leurs faces 
semblables chacune à chacune et leurs angles polyèdres homo- 
logues égaux. 



THÉORÈME 111. 

Les volumes de deux pyramides semblables sont proportion- 
nels aux cubes de leurs arêtes homologues. 

Soient SABCD, Sabcd les deux pyramides semblables, que 
^ je suppose placées l’une dans l’autre de 

' manière que leurs angles polyèdres coïn- 

/ 7 :‘.\ cident. Les bases ABCD, abcd, de ces 

A pyramides sont alors parallèles, et leurs 

/ / , hauteurs SO, So, se mesurent sur la 

“V"' / Vy même droite SO, menée perpendiculaire- 

/ ment aux bases par le sommet com- 

” mun S. 

Les pyramides SABCD, Sabcd, étant semblables, leurs bases 
ABCD, abcd, sont aussi semblables, elles aires de ces polygones 
sont proportionnelles aux carrés de leurs côtés homologues 
(P., 33, 11), ou aux carrés de deux arêtes homologues des pyra- 
mides (12, 1) ; on a donc 

ABCD _ SA» 
abcd Sa’ 

Or le plan abcd, parallèle àla base ABCDde la pyramide SABCD, 
divise les droites SA, SO, en segments proportionnels (10, 1); 
par conséquent, on a aussi 

^_SA 
So ~ Sa ’ 
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En multipliant membre à membre les deux égalités précé- 
dentes, on trouve que 

ABCD X SO _ SA» . 
abcd X So S a’ * 

or, les volumes des pyramides SABCD, Sabcd, sont égaux res- 
pectivement aux tiers des produits ABCDxSO, abcdxSo 
(10, V) ; par conséquent le rapport de ces volumes est le même 
que celui des cubes de leurs arêtes homologues SA, Sa. 

Corollaire. — Les hauteurs de deux pyramides semblables 
sont proportionnelles à deux arêtes homologues. 


THÉORÈME IV. 

Les volumes de deux polyèdres semblables P et p sont pro~ 
portionnels aux cubes de deux arêtes homologues A. et a. 

Je décompose les deux polyèdres semblables P et p en Un 
même nombre de tétraèdres semblables (I) ; soient V, V'. V',.., 
les volumes de ceux qui forment le polyèdre P, et t-, v', v'',... 
les volumes des tétraèdres correspondants du polyèdre p. Les 
pyramides triangulaires homologues étant semblables, et les 
arêtes homologues des deux polyèdres étant proportionnelles 
(12, 1), on a (111) : 

X ' 

V a' 

——A. 

v' a’ 

A» 

fl* 


et, par conséquent, 

L — ^ — —A. 

V v> v" ‘ ' a’ 

Il en résulte que 

_ A* 

V -H ... a' 
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c’est-à-dire que les volumes des polyèdres P el p sont propor- 
tionnels aux cubes des arêtes homologues A et a. 

Corollaire. — Les surfaces de deux polyèdres semblables sont 
proportionnelles aux carrés de leurs côtés homologues. 

EXERCICES Nl MÊRIQl'ES. 

1 . La hauteur d'une pyramide est égale â 4“.50, et sa base 
est un carré dont le côté a 1",20 de longueur. Calculer les di- 
mensions correspondantes d'une pyramide semblable dont le 
volume est de 7 mètres cubes 290 décimètres cubes. 

Soient c le côté de la base et h la hauteur de la seconde 
pyramide; le volume de la première élant égal à J (l,2)’xA,S, 
c’est-à-dire à 3 mètres cubes 160 décimètres cubes, on a (III) : 
c" _ h" _ 7,290 ^ 

(t,2)’ ~ (4,6)’ ~ 2,160 *’ 

Il en résulte que 

,>/729(l,2)' 9x1,2 

216 “ 6 ’ 

et 

^ 216 6 

En efTecliiant les calculs indiqués, on trouve : 
c=l"*,80, et A=6'",76. 

2. Calculer le volume d'un parallélipipède rectangle dont la 
surface est égale à 3 mètres carrés, et dont les dimensions sont 
proportionnelles aux trois nombres 4, 6 et 9. 

Je calcule d’abord la surface et le volume du parallélipi- 
pède rectangle dont les dimensions sont 4 mètres, 6 mètres 
et 9 mètres. La surface est composée de six rectangles, parmi 
lesquels deux ont pour dimensions 4 mètres et 6 mètres ; 
deux autres ont pour dimensions 4 mètres et 9 mètres; enfin 
les dimensions des deux derniers sont 6 mètres et 9 mètres. 
Donc la surface totale de ce parallélipipède est égale à 
4x6x2-f-4x9x2-l-6x9x2 ou à 228 mètres carrés. Quant à 
son volume, il est égal à 4x6x9 ou à 216 mètres cubes. 
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Cela posé, je fais remarquer que ce paralléiipipède est sem- 
blable au paralléiipipède cherché, parce qu’ils ont leurs faces 
semblables chacune à chacune et leurs angles polyèdres homo- 
logues égaux (II) ; par conséquent leurs volumes sont propor- 
tionnels aux cubes de leurs arêtes homologues, et leurs surfaces 
proportionnelles aux carrés des mêmes arêtes (IV). Dès lors, si 
je désigne par V le volume inconnu et par À son arête homo- 
logue à 4 mètres, j’aurai (IV) : 

JL — A! 


et 


:i _ A - 

228 “ ly ■ 

La dernière de ces égalités donne, toute réduction faite : 

2 


\=- 


v'tl) 


et la première devient, par la substitution de celte valeur de A, 
V 8 


216 ,u(^T9T 


J’en conclus que 


V = 


27 


ou 


(/r«r 

Vi=0’"'-,32li012. 


PROBLÈMES. 


t . Calculer, à un centimètre près, les dimensions d’un parallé- 
lipipcde rectangle, en sachanlqu’ellessont proportionnelles aux 
. 2 4 3 

nombres—, t’ et que son volume est égal à 2 métrés cubes, 
O O 4 


2. Mener un plan parallèle à la base d’une pyramide, de 
telle sorte qu’il divise le volume de ce polyèdre en deux parties 
proportionnelles à deux lignes données met n. 
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PRoeHAMME : Cône droit à base circulaire. — SectioM parallèle* è la base. 
— Surface latérale du cône, du tronc de cône à bases parallèles. — Vo- 
lume du cône à bases parallèles*. 


DEFINITIONS. 

1. Lorsqu’une ligne droite ou courbe se meut dans l’espace, 
le lieu des positions qu’elle y occupe successivement est une 
surface. Aussi ou donne à cette ligne le nom de génératrice de 
la surface, et celui de directrices aux lignes qui dirigent le 
mouvement de la génératrice. 

Toute surface qui n’est pas plane, ni formée 
par la réunion de surfaces planes, est appelée 
surface courbe. 

On distingue parmi les surfaces courbes celles 
qu’on nomme surfaces de révolution. Une sur- 
face de révolution est engendrée par la rotation 
d’une ligne quelconque ABC sur une ligne 
droite fixe xy, à laquelle elle est liée d’une ma- 
nière invariable.— La ligne droite xy est Vaxe 

de la surface. 

On désigne sous le nom de parallèle d’une surface de révolu- 
tion toute section plane, perpendiculaire à l’axe. Les sections 
faites par des plans qui passent par l’axe sont les méridiens de 
cette surface. 

* L’ïire du cône (ou du cylindre) sera considérée, sans démonstration, 
comme la limite vers laquelle tend l'aire de la pyramide inscrite (ou du 
prisme inscrit), è mesure que ses faces diminuent indéfiniment. 
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2. On appelle cône droit à base circulaire le corps engendré 
par la rotation d’un triangle rectangle SAO sur l’un des côtés 

de son angle droit SOA, par exemple sur le 
côté SO. 

L’autre côté OA de l’angle droit décrit un 
cercle dont le plan est perpendiculaire à l’axe 
SO (1, 111, c), et qu’on nomme base du cône; le 
point S est le sommet de ce corps, et la droite 
SO en est la hauteur. L’hypoténuse SA du triangle rec- 
tangle SAO engendre une surface de révolution qu’on appelle 
surface convexe du cône ; la droite SA a reçu le nom d’apo- 
thème. 

3. Par analogie, on appelle surface conique la surface en- 
gendrée par une droite AB, assujettie à passer 
toujours par un point fixe A, et à tourner autour 
de ce point en s'appuyant sur une ligne courbe 
donnée BCD qui est la directrice de la surface. 

Si la directrice est une courbe fermée, et 
qu’on coupe la surface conique par un plan BCD 
qui rencontre toutes les positions de la génératrice d’un même 
côté du sommet A, on désigne sous le nom de cône le corps 
compris entre ce plan et la surface conique; il a pour base la 
face BCD, pour sommet le point A, et pour hauteur la distance 
de son sommet à sa base. 

4. Deux cônes droits à base circulaire sont semblables, si 
leurs hauteurs sont proportionnelles aux rayons de leurs bases, 
c’est-à-dire s’ils sont engendrés par des triangles rectangles 
semblables. 

5. On appelle apothème d’une pyramide régulière SABCDE , 

la perpendiculaire SG abaissée de son sommet S 
sur un côté quelconque AB de sa base ABCDE. 
Cette droite SG a une longueur constante : en 
effet, d’après la définition de la pyramide régu- 
lière, les arêtes latérales SA, SB, SC, s’écartent 

également de la perpendiculaire SF abaissée du 
sommet sur la base ; elles sont donc égales (1 , VI). 

De là résulte l’égalité des triangles isocèles SAB, SBC, SCD, 

A*. 17 
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qui composent la surface latérale de la pyramide, car ils ont 
les trois côtés égaux chacun à chacun. Les hauteurs de ces 
triangles, c’est-à-dire les perpendiculaires menées du point S 
sur les divers côtés de la base ABCDE sont donc égales entre 
elles. 

Une pyramide est inscrite dans un cône lorsqu’elle a le 
même sommet, et que sa base est inscrite dans celle du cône. 
On dit réciproquement que le cône est circonscrit à la pyra- 
mide. 

Si l’on inscrit dans un cône droit à base circulaire une pyra- 
mide dont la base soit un polygone régulier, celte pyramide 
est régulière; car la droite qui joint le centre de sa base à son 
sommet est perpendiculaire à la base, puisqu’elle coïncide 
avec l’axe du cône. 

THÉORÈME 1. 

Toute section faite dam un cône droit à base circulaire par 
un plan parallèle à sa base est un cercle. 

Soit le cône engendré par la rotation du triangle rectangle 
SAO sur le côté SO de l’angle droit SOA; je 
tire d’un point quelconque B de la génératrice 
A SA la droite BG perpendiculaire à l’axe SO. 

g /j- \ Pendant la rotation du triangle SAO, la droite 
BC décrit un plan perpendiculaire à SO 

/ I \ (1, HI, c), et le point B> dont la distance au 

point G est constante, trace sur ce plan une 
circonférence de cercle qui a le point G pour 
centre. Par conséquent, toute section BG faite dans le cône 
droit SAO à base circulaire par un plan perpendiculaire à l’axe, 
c’est-à-dire parallèle à la base du cône (3, VI), est un cercle 
qui a son centre sur l’axe SO. 

Remarque Ge théorème est un cas particulier de celui-ci, 
dont la démonstration est identique à la précédente : Toute 
section faite dans une surface de révolution par un plan per- 
pendiculaire à l'axe est un cercle. 

Remarque 7/.— Si l’on coupe un cône circulaire droit SAO 
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par un plan BC parallèle à sa base OA, la portion du cône coiB- 
prise entre la base et la section est appelée cône tronqué, ou 
tronc de cône à bases parallèles. 

Les cercles OA, CB, sont les deux bases du tronc de cône, 
qui a pour apothème la partie AB de l’apothème SA du cône, 
comprise entre ses bases. 

THÉORÈME IL 

La surface latérale d'une pyramide régulière a pour mesure 
le produit du périmètre de sa base par la moitié de son apo- 
thème. 

Soit SABCDE une pyramide régulière qui a le polygone 
s régulier ABCDE pour base, le point S pour 
A sommet, et la droite SG pour apothème ; sa 
/j \\ surface latérale est égale à la somme des triangles 

/ il \\ *6® côtés AB, 

//I polygone ABCDE et pour liau- 

teür commune l’apothème SG de la pyramide 
B C (déf. 5). Or chacun de ces triangles a pour me- 
sure la moitié du produit de sa base par sa hauteur; donc 
la surface latérale de la pyramide régulière SABCDE a 

SG 

pour mesure (AB-fBG-l-CD-1-.,.) x y’ c’est-à-dire le pro- 
duit du périmètre AB-fBC-fCD-f... de sa base parla moitié 
de son apothème SG. 

Remarque.— Si l’on in.scrit dans un cône droit SGK à base 
s circulaire une pyramide régulière quelcon- 
A que, par exemple la pyramide quadrungnlaire 
aij\\ SABCD dont l’apothème est SL, et qu’ensuite 
/ I l i\\ on double indéfiniment le nombre des côtés de 
I llj U\ sa base, l’apothème SL croît sans pouroir éga- 

/K/l i 11 s’approche 

JQifro M indéfiniment. La surface latérale de la pyra- 
mide augmente par suite, et diffère de moins 
en moins de celle du cône; il en est de même des Yolmnes de 
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CoROLL.\iRE. — La surface convexe d'un cône droit SBC à 
base circulaire a pour mesure le produit de son 
apothème par la circonférence du parallèle ED, 
également distant du sommet et de la base. 

En effet, le rayon DE de ce parallèle égale la 
moitié du rayon BC de la base, puisque le point 
D est le milieu de SC ; on a par suite (P., 27, IV) : 
|circ. BCx SB =circ. DExSB. 



THÉORÈME IV. 


La surface convexe d’un tronc de cône droit à bases paral- 
lèles a pour mesure le produit de la demi-somme des circonfé- 
rences de ses bases par son apothème. 

Soit ABED un tronc de cône égal à la différence des 

deux cônes de révolution 
.SAC, SDF, dont les bases 
AB, DE, sontparallèles. Par 
Texlrémilé A de la généra- 
trice SA, j’élève sur cette 
droite une perpendiculaire 
quelconque AG , que je 
prends égale à la circonférence AC de la base inférieure du 
cône tronqué. Je tire ensuite la droite SG, et je mène par le 
point D, où la génératrice SA coupe la base supérieure du tronc, 
la droite DH parallèle à AG. Je dis d’abord que cette droite est 
égale à la circonférence du cercle DE. 

En effet, la droite SC étant l’axe du cône SAC, les triangles 
SDF, SAC, sont rectangles et semblables ; on a donc (P., 27, IV) : 
SD _ DF _ctr. DF 
SA AC cir.AC' 

Les triangles SDH, SAG, sont aussi rectangles et semblables ; 
on a dès lors : 

SD _ DH 
SA “AG 

et, par suite, 

cir. DF _ DH 
cir. AC AG 
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Or, la droite AG est par hypothèse égale à cir. AC; donc la 
droite DH est aussi égale à cir. DF. 

Je remarque, en second lieu, que la surface convexe du cône 
SAC a pour mesure y cir CAxSA (III); elle est donc équiva- 
lente à la surface du triangle rectangle SAG, qui est mesurée 
per 4 AGxSA. De même, la surface convexe du cône SDF est 
équivalente au triangle rectangle SDH; par conséquent, la 
surface convexe du cône tronqué ABED est équivalente à la 
surface du trapèze AGHD. Or, Faire de ce trapèze est égale à 

AD X ^3, VI); donc la surface convexe du 

tronc de cône ABED a pour mesure le produit de son apo- 
thème AD par la demi-somme des circonférences AC, DF, de 
ses bases. 

Corollaire. — Si l’on mène par le milieu K de l’apothème 
AD la droite KN parallèle à AG et le plan KL parallèle aux bases 
du cône tronqué, la droite KN est égale à la circonférence KL. 
Or, le trapèze a pour mesure ADx KN (P., 31, VI, c); donc 
la surface convexe d’un tronc de cône droit ABDE, dont les 
bases sont parallèles, a pour mesure le produit de son apothème 
AD par la circonférence du parallèle KL, également éloigné de 
ses bases. 


THÉORÈME V. 


Le volume d’un cône droit à base circulaire est égal au tiers 
du produit de sa base par sa hauteur. 

J’inscris dans le cône droit SOK à base 
circulaire une pyramide régulière quel- 
conque, par exemple la pyramide quad ran- 
gulaire SABCD, puis les pyramides régu- 
lières dont les bases ont 8, 16 côtés. 

Les volumes de ces pyramides vont en 
croissant, et ont pour limite le volume du 
cône SOK qui leur est circonscrit; or cha- 
cun d’eux a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa 
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hauteur, quels que soient le nombre et la grandeur de ses faces ; 
donc le volume du cône SOK a aussi pour mesure le tiers du 
produit de sa base par sa hauteur (II, Rem.), 

Remarque. — Soient R le rayon de la base et H la hauteur 
d’un cône droit à base circulaire; son volume est égal à 

|itR’xH. 

Corollaire. — Les volumes de deux cônes droits à base 
circulaire sont proportionnels à leurs bases si leurs hauteurs 
sont égales. — Lorsque deux cônes droits à base circulaire 
ont des bases égales, leurs volumes sont proportionnels à leurs 
hauteurs. 


THÉORÈME VI. 

Un tronc de cône droit à bases parallèles est équivalent à trois 
cônes droits ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc, 
et pour bases respectives la base inférieure du tronc, sa base 
supérieure et la moyenne proportionnelle entre ces detix bases. 

Soit ABFD le tronc de cône 
égal à la différence des deux 
cônes droits SAB, SDF, dont les 
bases AB, DF, sont parallèles; je 
construis sur le plan de la base 
inférieure du cône tronqué une 
pyramide triangulaire GllKL, 
dont la base HKL soit équivalente au cercle AC et la hauteur 
GR égale à la hauteur SC du cône SAB. Je dis d’abord que le 
plan de la base supérieure du cône tronqué détermine dans la 
pyramide une section MNO équivalente au cercle DE. 

En effet, les bases du tronc de cône étant parallèles, le plan 
SCA coupe la base supérieure du tronc de cône suivant une 
droite ED parallèle à CA, et le rapport des rayons CA, ED, égale 
celui des hauteurs SC, SE ; on a donc : 

cerde CA _ CA* _ SC’ 
cercle ED ~ ED* ■“ SE*‘ 



Digitized by Google 



260 GÉOMÉTRIE. 

II résulte aussi-du parallélisme des plans MNO, HKL, que 
(10, I, c). 

HKL _ GR« 

MNO “ GP‘‘ 

Or les droites GR et SC sont 
égales par hypothèse , ainsi que 
les droites GP et SE ; par consé- 
quent on a : 

cercle CA _ HKL 
cerc/e ED MNO 
Mais le triangle HKL est, par construction, équivalent au cercle 
CA; donc le triangle MNO est aussi équivalent au cercle ED. 

Je remarque, en second lieu, que le cône SAC a pour me- 
sure I cercle CAxSC; il est donc équivalent à la pyramide 
GHKL qui a pour mesure | HKLxGR. De même, le cône SDE 
et la pyramide GMNO sont équivalents; Tionc le tronc de cône 
ABFD est équivalent au tronc de pyramide HKLMNO. Le vo- 
lume de cette pyramide tronquée est égal à (10, VI) 

i PR (HKL + MNO + /HKLxMNO) ; 
dès lors le tronc de cône a pour mesure 

5 CE (cercle CA -t- cercleED -j- y/ cercle CB x cercle ED), 
c’est-à-dire qu’il est équivalent à la somme de trois cônes, 
ayant pour hauteur commune la hauteur CE du tronc, et pour 
bases respectives les cercles CA et ED, ainsi que la moyenne 
proportionnelle entre ces deux cercles. 

Remarque.— Soient R, r et H les rayons des bases et la hau- 
teur du trône tronqué; on a : 

iuA (R’-l-r’-f Rr) 
pour l’expression de son volume. 

PROBLÈIIES. 

1. Si deux cônes droits à base circulaire sont semblables, 
leurs surfaces convexes sont proportionnelles aux carrés des 
rayons de leurs bases, et leurs volumes proportionnels aux 
cubes des mêmes rayons. 
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2. Diviser la surface latérale d’un cône droit à base circu- 
laire en deux parties équivalentes par un plan parallèle à sa 
base. 

3. La surface totale d’un cône droit à base circulaire est 
égale à 10 mètres carrés, et le rayon de sa base égal à 1”,2 ; 
calculer, à un centimètre près, l’apothème et la hauteur du 
cône, puis son volume à moins d'un centimètre cube. 

■4. Si l’on fait tourner successivement un triangle rectangle 
autour de chaque côté de son angle droit, les volumes des deux 
cônes qu’il engendre sont inversement proportionnels à leurs 
hauteurs. 

5. Si l’on considère un tonneau comme la somme de deux 
troncs de cône égaux, réunis par leur grande base, quelle est, 
à un centilitre près, la capacité d’un tonneau qui a 1“,32 de 
longueur, et dont les diamètres de la bonde et du fond sont 
égaux respectivement à 0",88 et 0“, 64? 

L’hypothèse précédente donne : 

iirll (R*+Kr-|-r*) 

pour la mesure du tonneau, H étant sa longueur, R le rayon 
de la bonde et r le rayon du fond. Le volume ainsi calculé est 
trop petit; en remplaçant le produit Rr par R*, on obtient la 
formule : 

i^H(2R* + r*), 

proposée par Oughtred et employée en Angleterre pour le 
jaugeage des tonneaux. 

6. Le côté c d’un triangle équilatéral étant donné, calculer 
la surface totale et le volume du cône engendré par la rotation 
de ce triangle autour de sa hauteur. — Déterminer, à un cen- 
timètre près : 4» la valeur de c pour laquelle la surface totale 
du cône égale un mètre carré ; 2° celle pour laquelle le volume 
est d’un mètre cube. — (On dit qu’un cône est équilatéral 
lorsque la section faite par un plan passant par l’axe est un 
triangle équilatéral.) 
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Proshamiie : Cylindre droit à base circulaire. — Mesure de la surface latérale 
et du volume. — Extension aux cylindres droits à base quelconque. 


DÉFINITIONS. 

1. On appelle cylindre droit à base circulaire le corps en- 
gendré par la rotation d’un rectangle ACDK sur 
l’un de ses côtés, par exempte CD. 

Les côtés CA, DK, perpendiculaires à Taxe CD, 
décrivent des cercles égaux et parallèles qui sont 
les bases du cylindre. Ce corps a pour hauteur la 
droite CD qui mesure la dislance de ses bases. La 
surface de révolution engendrée par le côté AK, 
parallèle à l’axe, se nomme surface convexe du cylindre. 

2. Par analogie, on appelle surface cylindrique la surface 
engendrée par une ligne droite AA', assu- 

, jettie à se mouvoir parallèlement à une 

G* I 

** droite fixe MN, en s’appuyant sur une di- 
rectrice courbe ABC. 

Si cette directrice est une ligne fermée, 
^ JJ et qu’on coupe la surface cylindrique par 
deux plans parallèles ABC, A'B'C', rencon- 
trant la droite MN, le corps compris entre 
ces plans et la surface cylindrique a reçu le nom de cylindre. 
Le cylindre a pour bases ses deux surfaces planes ABC, A'B'C', 
et pour hauteur la distance de ses bases. 

3. Deux cylindres droits à base circulaire sont semblables 
si leurs hauteurs sont proportionnelles aux rayons de leurs 
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bases, c’est-à-dire s’ils sont engendrés par des rectangles sem- 
blables. 

4. Un prisme est inscrit dans un cylindre, lorsque ses bases 
sont inscrites dans les bases correspondantes du cylindre. - ■ 
On dit réciproquement que le cylindre est circonscrit au 
prisme. 

THÉORÈME I. 

La surface latérale d'un prisme droit a pour mesure le pro- 
duit de sa hauteur par le périmètre de sa base. 

Soit le prisme droit qui a pour bases les poly- 
c- gones égaux ABCDE, A'B'C DE'; sa surface la- 
térale est la somme des rectangles AB', BC', 
Ciy,.... qui ont la même hauteur AA' que le 
prisme, et dont les bases sont les côtés AB, BC, 
c CD,.... de la base ABCDE de ce polyèdre. Or, 
l’aire de chacun de çcs rectangles est égale au 
produit de sa base par sa hauteur (P., 30, 111); donc la surface 
latérale du prisme a pour mesure : 

(AB-|-BC-t-CD-f...)xAA', 

c’est-à-dire le produit du périmètre AB -fBC-1- CD de sa 
base par sa hauteur AA'. 

Remarque. — Si l’on inscrit dans un cylindre droit ABC'D' à 
base circulaire un prisme régulier quel- 
conque, par exemple le prisme à base 
carrée ABCDA'B'C'IV, et qu’ensuite on 
double indéfiniment le nombredes côtés 
de sa base; la surface totale de ce prisme 
augmente, tout en restant moindre que 
celle du cylindre circonscrit dont elle 
s’approche sans cesse. 11 en est de même 
du volume du prisme, qui diffère de 
moins en moins de celui du cylindre. 
Aussi je considérerai la surface convexe d'un cylindre droit à 
base circulaire et son volume comme les limites vers lesquelles 
tendent respectivement la surface latérale et le volume d'un 
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prisme inscrit dont le nombre des côtés de la base croit indéfini- 
ment, et je regarderai comme acquise au cylindre toute propriété 
démontrée pour le prisme indépendamment du nombre et de ta 
grandeur des côtés de sa base. 


THÉORÈME II. 




La surface convexe d’un cylindre droit à base circulaire a 
pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence de 
sa base. 

p. J'inscris dans le cylindre droit ARC'iy à base 
circulaire un prisme régulier quelconque, par 
exemple le prisme à base carrée A BCDA'B'C'iy, 
puis les prismes réguliers dont les bases ont 
8, 16,.... côtés. Les surfaces latérales de ces 
prismes vont en croissant, et ont pour li- 
mite commune la surface convexe du cylindre 
ABC'iy qui leur est circonscrit (1, Rem.). Or, 
chacune d’elles a pour mesure le produit de 
sa hauteur par le périmètre de sa base, quels que soient le 
nombre et la grandeur des faces qui la composent; donc la 
surface convexe du cylindre ABC'D' a aussi pour mesure le 
produit de sa hauteur AX' par la circonférence de sa base ABC. 

Remarque. — Soient H la hauteur de ce cylindre et R le 
rayon de sa base ; la mesure de sa surface convexe est égale à 

2tcRxII. 

Pour avoir l’expression de la surface totale de ce cylindre, 
il faut ajouter à 27tRxH la mesure 2TtR’ de ses bases (P., 34, II), 
et l’on trouve : 

27tR(H-t-R). 


THÉORÈME III. 

Le volume d’un cylindre droit à base circulaire est égal au 
produit de sa base par sa hauteur. 

J’inscris dans le cyliiuh’e droit ABC'D' à base circulaire 
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un prisme régulier quelconque, par exemple le prisme à 
J, base carrée ABCDA'B'C'iy , puis les prismes 
réguliers dont les bases ont 8, 16,.... côtés. Les 
\ 1^1 volumes de ces prismes vont en croissant, et 

ont pour limite commune le volume du cy- 
I lindre ABC'iy qui leur est circonscrit (1, Rem.). 

Or, chacun d’eux a pour mesure le produit de 
'V J sa hauteur par sa base, quels que soient le nom- 
grandeur de ses faces latérales; donc 
® le volume du cylindre est aussi égal au produit- 

de sa hauteur par le cercle qui lui sert de base. 

Remarque. — Soient R le rayon de la base d’un cylindre et 
H sa hauteur; le volume de ce corps est égal à 

icR'xH. 

Corollaire I. — Un cône droit à base circulaire est le tiers 
d’un cylindre droit de même base et de même hauteur (14, V). 

Corollaire II. — Un tronc de cône droit à bases parallèles est 
équivalent à la somme d'un cylindre et d'un cône droits, à bases 
circulaires, qui ont la même hauteur que le tronc, et dont les 
bases ont respectivement pour rayons la demi-somme et la 
demi-différence des rayons des bases du tronc. 

Si R et r sont les rayons des bases du cône tronqué, et que H 
soit sa hauteur, on sait que son volume V est égal à {1 1, VI, c) : 
-Î7cH(R’ + Rr+r*). 

Or, en vertu de l’identité facile à vérifier 

B-+Rr+,.=a(!>f7+(ai:-7. 

on peut mettre l’expression de V sous la forme suivante : 

X H+i^ H- 

On voit alors que V est égal à la somme des volumes d’un 
cylindre et d’un cône droits, à bases circulaires, qui ont la 
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même hauteur H que le cône tronqué, et dont les rayons des 

bases sont égaux respectivement à et fi 

Lorsque la différence des rayons R et r sera assez petite 

/R — 

pour que le volume ( — - — j xH du cône soit négligeable 

( R + rV 

- ^ } Xll du cylindre, on cal- 

culera de préférence le voliune du cône tronqué par la formule 
approximative 

v=.(ü±iyxH. 

On fait une application continuelle de cette formule pour le 
cubage des troncs d’arbre qui ne sont pas équarris. En effet, 
on considère un tronc d’arbre non équarri comme équivalent 
à un cylindre droit de même hauteur, qui aurait pour base la 
section faite parallèlement aux bases du tronc par le milieu de 
sa longueur. 

La même formule a été employée au jaugeage des tonneaux. 
Dans cette hypothèse, H désigne la longueur du tonneau, R le 
rayon de la bonde et r celui du fond. Le volume ainsi calculé 
est beaucoup trop petit; on se sert maintenant en France d’un 
autre mode de jaugeage proposé par Dcz, ancien professeur à 
l’École militaire. Il consiste à considérer un tonneau comme 
équivalent à un cylindre ayant pour hauteur la longueur du 
I tonneau, et pour rayon de sa base l’excès du rayon de la bonde 
sur les I de la différence des rayons de la bonde et du fond. 
On a par conséquent : 

v=.[r-Î1S^J’'xh. 

THÉORÈME VI. 

l» La surface convexe d’un cylindre droit dont la base n‘est 
pas circulaire a pour mesure le produit du périmètre de sa base 
par sa hauteur. 
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2° Le volume de ce cylindre est égal au produit de sa hauteur 
par sa base. 

Les démonstrations des deux parties de ce théorème sont 
identiques à celles des théorèmes II et III ; mais les bases des 
prismes inscrits dans le cylindre ne sont plus des polygones 
réguliers. 

PROBLÈMES. 

t. Si deux cylindres droits à base circulaire sont sem- 
blables, leurs surfaces convexes sont proportionnelles aux 
carrés des rayons de leurs bases, et leurs volumes proportion- 
nels aux cubes des mêmes rayons. 

2. Calculer, à un millimètre près, les dimensions du litre 
qu’on emploie pour les liquides, en sachant qu’il a la forme 
d’un cylindre droit à base circulaire, et que sa hauteur est le 
double du diamètre de sa base. 

3. Calculer, à un millimètre près, les dimensions du litre, 
du décalitre et de l’hectolitre qu’on emploie pour les matières 
sèches, en sachant qu’ils ont la forme de cylindres droits à 
base circulaire, et que la hauteur de chacun d’eux est égale 
au diamètre de sa base. 

4. Inscrire dans un cône droit à base circulaire un cylindre 
droit dont la surface convexe soit égale à un cercle donné. — 
Maximum de cette surface. 

5. La hauteur d’un cône droit à base circulaire est égale à 
7“ ,20 et le rayon de sa base égal à t“,80. Calculer, à un déci- 
mètre cube près, le tronc de cône que l’on obtient en coupant 
le cône proposé par un plan parallèle à sa base, à la distance 
d'un centimètre de cette base. 

6. Laquelle des deux formules, proposées par Oughtred et 
par Dez pour le jaugeage des tonneaux, donne le plus grand 
volume ’ 

7. Calculer le rayon intérieur d’un tube de verre parfaite- 
ment cylindrique, en sachant que ce tube pèse 90 grammes 
lorsqu’il est vide, et 150 grammes lorsqu’on y introduit une 
colonne de mercure ayant 9 centimètres de longueur. (La den- 
sité du mercure est égale à 13,598.) 
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8. Mener un plan parallèle à la base d’un cylindre droit et 
circulaire, de manière qu’il divise sa surface convexe en deux 
parties telles que la base du cylindre soit moyenne proportion- 
nelle entre elles. 

9. Déterminer les dimensions d’un cylindre droit et circu- 

laire, en sachant que sa hauteur est égale à la moitié du rayon 
de sa base et que sa surface totale est équivalente à un cercle 
donné. • 

10. La surface totale d’un cylindre droit à base circulaire 
est égale au cercle dont le rayon a 2 mètres de longueur ; sa 
hauteur est d’un mètre. Calculer son volume à un centimètre 
cube près. 

11. Pour retirer l’eau d’un puits, on se sert d’une pompe 
dont le tube a un diamètre intérieur égal à d. La course du 
piston est égale à h; D est le diamètre du puits et H la profon- 
deur de l’eau. Quel sera le nombre des coups de piston néces- 
saires pour retirer l’eau du puits? 

On supposera dans la formule d égal à 0'",12, h égal à 0",3b, 
D égal à 1"’,08, et H égale à 2“,88. 

12. Diviser une ligne droite donnée en deux parties telles 
qu’en prenant l’une pour la hauteur et l’autre pour le rayon 
de la base d'un cylindre, la surface convexe de ce corps soit 
égale à un cercle donné. — Quel est le plus grand des deux 
cylindres qui répondent à la question? 
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DIX-SEPTIÈME ET DIX-HUITIÈME LEÇON. 

Pbogbamhe : Sphère. — Sections planes, grands cercles, petits cercles. — 
Pôles d’un cercle. — Étant donnée une sphère, trouver son ra^on. — 
Flan tangent. 


DÉFINITIONS. 



1. On appelle sphère le corps engendré par la rotation du 
demi-cercle AMB sur son diamètre AB. 

Il résulte de cette définition que la sphère 
est terminée par une surface de révolution 
dont tous les points sont également éloignîs 
du centre G de la génératrice AMB; aussi on 
donne au pointe le nom de centre delà sphère. 

On nomme rayon toute droite menée du 
centre d’une sphère à un point quelconque de 
sa surface. — Tous les rayons sont égaux. 

Les droites qui passent parle centre d’une sphère et se ter- 
minent aux points où elles rencontrent sa surface s’appellent 
(Uamèlres. — Tous les diamètres sont égaux, car chacun d’eux 
est le double d’un rayon. 

2. Un plan est tangent à une sphère s’il n’a qu’un point 
commun a^ec elle ; ce point est appelé point de contact. 

3. Deux sphères sont tangentes en un point lorsqu’elles ont 
le même plan tangent en ce point. 

4. Lorsque deux plans parallèles coupent une sphère, on 
appelle zone la portion de la surface de la sphère comprise 
entre ces plans. — La zone a pour hauteur la distance des deux 
plans parallèles, et four bases les deux sections que ces plans 
font dans la sphère. 

AM. a 
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Une zone n’a qu’une base si Tun des deux^plans parallèles 
qui la déterminent est tangent à la sphère. Alors on l’appelle 
aussi culotte sphérique. 


THÉORÈME I. 


Toute section faite dans une sphère par un plan est un cercle. 

Je suppose d’abord que le plan donné passe par le centre O 
de la sphère OA; il rencontre alors sa surface en des points 
également éloignés du point O. Donc la section est un cercle 
qui a le même centre et le même rayon que 
la sphère. 

Si le plan ne passe pas par le centre O, et 
qu’il coupe la surface de la sphère suivant 
la courbe ABD, j’abaisse du point O la per- 
pendiculaire OC sur le plan de cette courbe. 
Les rayons OA, OB, etc,y de la sphère, menés 
aux différents points A, B, etc., du contour de la section, sont 
obliques au plan ABD et égaux entre eux ; ils s’écartent donc 
également de la perpendiculaire OC (1, VI) , et la courbe ABD, 
qui a tous ses points également distants du point C, est une 
circonférence de cercle dont le rayon CA est moindre que le 
rayon OA de la sphère. 



Remarque. — Les cercles qui ont le même centre et, par 
suite, le même rayon que la sphère se nomment grands 
cercles. — Tous les grands cercles sont égaux. — Deux grands 
cercles se coupent suivant un diamètre de la sphère, puisqu’ils 
passent l’un et l’autre par son centre. 

Tout cercle qui ne passe pas par le centre de la sphère se 
nomme petit cercle, parce que son rayon est moindre que celui 
de la sphère. — Le centre C d’un petit cercle CA et le centre O 
de la sphère se trouvent sur une droite perpendiculaire au 
plan du cercle. 

On appelle pôles d’un cercle ABD les extrémités P et F du 
diamètre de la sphère, perpendiculaire à ce cercle. Celte déno- 
mination provient de ce que le diamètre PP' peut être consi- 
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déré comme l’axe de la surface de révolution qui termine la 
sphère . — Deux cercles parallèles ont les mêmes pôles (3, VU). 


Corollaire I . — On peut tracer une circonférence de grand 
cercle par deux points de la surface d'une sphère. 

Car, si l’on mène un plan par le centre de la sphère et les 
deux points donnes, ce plan coupe la surface de la sphère sui- 
vant la circonférence d’un grand cercle. 

Lorsque le centre et les deux points de la sphère ne sont pas 
en ligne droite, ils ne déterminent qu’un plan (1, 1), et l’on ne 
peut tracer alors qu’une circonférence de grand cercle par les 
deux points donnés. Dans l’hypothèse contraire, les deux points 
donnés sont les extrémités d'un même diamètre par lequel on 
peut mener une infinité de grands cercles. 


Corollaire U. — Tout grand cercle ABD divise la sphère CA 
et sa surface en deux parties égales. 

JJ En effet, si l’on pose les zones ABDEM, 

ABDEN, sur un même plan, et qu’on fasse 
coïncider ensuite leurs bases qui sont égales 
au cercle CA, ces zones coïncideront aussi, 
puisque tous leurs points sont également 
éloignés du centre C commun à la sphère et 



Corollaire III . — Deux grands cercles se divisent mutuelle- 
ment en deux parties égales. 

Car la droite suivant laquelle ils se coupent passe par le 
centre de la sphère, c’est-à-dire par le centre de chacun des 
deux cercles. 


THÉORÈME II. 

l" Deux pelils cercles égaux sont également éloignés du centre 
de la sphère; 

2” De deux petits cercles inégaux le plus grand est le plus 
rapproché du centre de la sphère. 
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Le plan mené par le centre C de la sphère 
CA et par les centres F, G, de deux petits 
cercles FA, GD, coupe la sphère suivant le 
grand cercle ABED, et les deux petits cercles 
suivant leurs diamètres AB, DE, qui sont des 
cordes de ce grand cercle. Par conséquent, 
lo les distances CF, CG, sont égales, si le diamètre AB est égal 
au diamètre DE (P., 1 3, 1), c’est-à-dire si les deux petits cercles 
sont égaux; 2" la distance CG est moindre que CF, si le dia- 
mètre DE est plus grand que le diamètre AB (P., 13, 1), c’est-à- 
dire si le cercle GD est plus grand que le cercle FA. 

Remarque . — Les réciproques des deux parties de ce théorème 
sont évidentes. 


THÉORÈME III. 

Tous les points de la circonférence ACB d'un cercle de la 
sphère sont également éloignés de chacun des pôles P, P', de ce- 
cercle. 

En effet, le pied I de la perpendiculaire 
abaissée du pôle P sur le plan ABC étant le 
centre de la circonférencelA (1), les droites PA, 
PB, PC, etc., menées du pôle aux différents 
points A, B, C, etc., de cette courbe sont 
égales, parce qu’elles s’écartent également de 
la perpendiculaire PI (1, VI); les points de la circonférence 
ABC sont donc à la même distance du pôle P. Je prouverais 
de même qu’ils sont également éloignés de l’autre pôle P'. 

Il résulte aussi de celte démonstration que les arcs de grands 
cercles PA, PB, PC, etc., menés du pôle P à la circonférence 
ABC soûl égaux, puisque leurs cordes sont égales. 

Remarque . — Celte propriété du pôle d’un cercle de la sphère 
est analogue à celle du centre de ce cercle; aussi, en se ser- 
vant d’un compas à branches courbes, on décrit les arcs de 
cercle sur la sphère avec la même facilité que sur un plan. 
On prend la distance des pointes du compas égale à celle du 
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pôle à l’un des points de la circonrérence qu’on veut décrire; 
on place ensnite l’une des pointes du compas au pôle donnée et 
l’on trace la circonférence avec l’autre pointe. 

J’appellerai distance polaire d’un cercle de la sphère la dis- 
tance du pôle de ce cercle à l’un des points de sa circonférence; 
et, des deux pôles d’un petit cercle, je ne considérerai désor- 
mais que celui qui est situé sur le même hémisphère que ce 
cercle. 


Corollaire I. — Le centre d’une sphère, le pôle et le centre 
d'un cercle quelconque tracé sur celte sphère sont sur une même 
ligne droite perpendiculaire au plan du cercle. 

Ce théorème peut être décomposé en six autres, analogues à 
ceux qui sont énoncés dans le premier corollaire de la 12” leçon 
des Figures planes. 

Corollaire II. — La distance polaire d’un 
grand cercle est égale à la corde du quadrans. 
/ \ Soit P l’un des pôles du grand cercle ABC 

sphère OA ; l’angle droit POA dont le 
VbT j fy sommet est situé au centre de la circonfé- 
rence du grand cercle PAP' intercepte un 
arc PA égal au quart de celte circonférence. 
Or la corde de cet arc est la distance polaire du grand cercle 
ABC; donc, etc. 

Corollaire 111. — On peut obtenir le pôle d’un grand cercle 
ABC de la sphère O A, 1 en prenant deux points quelconques A, B, 
sur la circonférence ABC et décrivant, de cespoints comme pôles, 
deux arcs de grands cercles dont l’intersection sera le point P ; 
2“ en traçant un grand cercle APC perpendiculaire au cercle 
ABC et prenant, à partir du point A, un arc AP égal au quart 
de la circonférence APC. 

En effet, les angles POA, POB, étant 
droits d’après la construction, la droite PO 
/ ( ^ \ Gst perpendiculaire aux deux rayons OA, OB, 

et par suite au plan OAB (1, 111); donc le 
point P est le pôle du cercle ABC. 

2o Les deux plans APC, ABC, sont perpen- 
diculaires par hypothèse. Or la droite OP, 
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située dans le premier de ces plans, est perpendiculaire à leur 
intersection AC (6,11); donc elle est perpendiculaire au se- 
cond, et le point P est le pôle du cercle ABC. 

CoKOLLAiRE IV. — Deux grands cercles sont perpendiculaires 
lorsque le pôle de l'un est sur la circonférence de l'autre. 

Car le second passe par le diamètre de la sphère perpendi- 
culaire au premier (6, 1). 


THÉORÈME IV. 

Le plan perpendiculaire à l'extrémité d’un rayon de la sphère 
est langent à cette sphère. 

Réciproquement, tout plan tangent à une sphère est perpen- 
diculaire au rayon du point de contact. 

1“ Je mène par l’extrémité A du rayon OA de la sphère O le 
^ ^ plan BAC perpendiculaire à cette droite, 

✓ — ^ et je dis qu’il est tangent à la sphère^. 

/ En effet, la distance OD du centre O à 

[ O ) un point quelconque D du plan BAC, 
\ _ y autre que le point A, est plus grande que 

le rayon OA perpendiculaire à ce plan 
(1, VI); donc le pointD est extérieur à la sphère, et le plan BAC 
n’a par suite que le point A commun avec la surface de la 
sphère, c’est-à-dire qu’il est tangent à cette surface. 

Réciproquement, si le plan BAC touche la sphère OA au 
point A, il est perpendiculaire au rayon OA. 

Car, tout point D du pian BAC, autre que le point A, étant 
par hypothèse extérieur à la surface de la sphère, le rayon 
OA est la ligne la plus courte qu’on puisse mener du centre O 
au plan BAC; il est donc perpendiculaire à ce plan (I, VI). 

Corollaire I. — Par un point de la surface d’une sphère, on 
ne peut mener qu’un plan tangent à cette surface (1, IV). 

Corollaire II.— le point de contact de deux sphères tan- 
gentes est situé sur la droite qui joint leurs centres. 
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Car la perpendiculaire au plan tangent, menée par le point 
de conlact, passe par chacun des centres. 


PROBLEUE I. 



Etant donnée une sphère, trouver son rayon. 

Je prends deux points quelconques M et N sur la sphère 
donnée. Du point M comme pôle, je décris un 
arc de cercle avec une distance polaire arbi- 
traire; je trace ensuite, avec la même distance 
polaire et du point N comme pôle, un second 
arc de cercle qui coupe le prèmier en un 
point A également éloigné de M et N. Je détermine de même 
deux autres points B, C, également éloignés des points M et N. 
Le centre de la sphère et les points A, B, C, sont compris dans 
un même plan perpendiculaire au milieu de la droite MN, puis- 
que chacun d’eux est à la même distance des extrémités M et N 
de cette droite (1, VII); par conséquent, la section que ce plam 
fait dans la sphère est un grand cercle. 

Je prends ensuite, avec un compas, les longueurs des cordes 
AB, BC, AC, et je construis un triangle avec ces trois droites. 
Le rayon du cercle circonscrit à ce triangle est égal au rayon 
de la sphère. 


PROBLEME II. 


Tracer une circonférence de grand cercle par deux points 
k et B de la surface d'une sphère. 

Des points A et B comme pôles, je décris 
deux arcs de grands cercles ; ces arcs se ren- 
contrent au point P, l’un des deux pôles du 
grand cercle qui passe par les points A et B 
(IIl, c. 3). Je trace ensuite du point P comme 
pôle la circonférence de grand cercle AB. 



Corollaire. — Si les points donnés A et B sont les extrémités 
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d’un diamètre de la sphère, le problème 
proposé a une infinité de solutions; car les 
arcs de grands cercles décrits des points A 
et B comme pôles coïncident, et tout point 
de la circonférence de grand cercle CDE dont 
ces arcs font partie est le pôle d’un grand 


cercle passant par les deux points A et B. 


PROBLEME III. 

Par un point A de la surface d’une sphère, mener un arc de 
grand cercle perpendiculaire à une circonfé- 
rence de grand cercle donnée CBD . 

Du point A comme pôle, je trace un arc 
de grand cercle jusqu’à la rencontre de la 
circonférence CBD, et je décris de leur point 
d’intersection P comme pôle l’arc de grand cercle AB. Cet arc 
est perpendiculaire à la circonférence donnée CBD, puisque 
son pôle P se trouve sur cette circonférence (IV). 



PROBLEME IV. 

Diviser un arc de grand cercle en deux parties égales. 

Je détermine sur la sphère deux points C et D qui soient 
également éloignés des extrémités de l’arc donné AB, et je 
joins ces deux points par un arc de grand 
cercle (Prob. II). Le plan de cet arc est per- 
pendiculaire au milieu de la corde AB (1, 
VIII); il divise donc l’arc AB en deux parties 
égales. 

Corollaire. — L’arc CD divise aussi en deux parties égales 
chacun des arcs de petits cercles qu’on peut mener par les 
deux points A et B; car tous ccs arcs ont pour corde la 
droite AB. 

Remarque . — La construction précédente sert aussi à tracer 
un arc de grand cercle DC perpendiculaire au milieu d’un arc 
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de cercle quelconque qui joint deux points, donnés A et B. 
(Théor. IV). 


PROBLÈME V. 


Tracer le petit cercle déterminé par trois points A, B, C, de la 
surface d'une sphère. 

Je trace les arcs de grands cercles DE, FG, respectivement 
perpendiculaires aux milieux des arcs AB, BC 
(Prob. lV,^Rem.). Ces arcs se rencontrent en un 
point P également distant des trois points A, B 
et C. Je décris ensuite du point P comme pôle, 
avec la distance polaire PA, une circonférence 
de cerc'e qui passe par les trois points donnés. 

Corollaire. — Cette construction sert à trouver le pôle d’un 
petit cercle donné. 



REMARQUE SUR LES POSITIONS RELATIVES DE DEUX SPHERES. 


Deux sphères, comme deux cercles, peuvent avoir l’une par 
rapport à l’autre cinq positions différentes, auxquelles corres- 
pondent les cinq théorèmes suivants : 

1* Si deux sphères qui nonl aucun point commun sont exté- 
rieures l'une à l'autre, la dislance de leurs centres est plus 
grande que la somme de leurs rayons. 

2» Si deux sphères se touchent extérieurement, la distance de 
leurs centres e.st égale à la somme de leurs rayons. 

3* Lorsque deux sphères se coupent, 1» la dislawe de leurs 
centres est moindre que la somme de leurs rayons et plus grande 
que la différence des mêmes rayons; 2° la ligne d’intersec- 
tion de leurs surfaces est une circonférence située dans un 
plan perpendiculaire à la droite qui joint les centres de ces 
sphères. 

Lorsque deux sphères se touchent intérieurement, la dis- 
tance de leurs centres est égale à la différence de leurs rayons. 

3“ Si deux sphères qui n'ont aucun point commun sont inté- 
rieures l’une à l’autre, la distance de leurs centres est moindre 
que la différence de leurs rayons. 


Digitized by Google 


278 GÉOMÉTRIE. 

La démonstration directe de ces théorèmes est identique à 
celle que j’ai donnée pour les théorèmes correspondants du 
cercle (P., 14). Je ferai remarquer néanmoins que ces théorèmes 
sont évidents, si l’on considère les deux sphères comme engen- 
drées par deux cercles situés dans le même plan, et tournant 
autour de la droite qui passe par leurs centres. 

Pour démontrer le second cas du troisième théorème, je 
prends deux sphères qui se coupent, puis je mène un plan par 
leurs centres A, B, et par un point quelconque 
C de leur intersection , ce plan détermine deux 
grands cercles AM, BN , dont les circonférences 
se rencontrent au jioinl C. Cela posé, si je fais 
tourner le plan ABC sur la droite AB comme 
axe, chacune des circonférences AM, BN, en- 
gendre la surface sphérique qui lui corres- 
pond, et le point C décrit un parallèle commun à ces deux sur- 
faces de révolution. Par conséquent, les sphères AM, BN, se 
coupent suivant ce parallèle. 

Les réciproques des cinq théorèmes précédents sont évi- 
dentes. 



PROBLÈMES. 

1. Quel est le lieu géométrique des centres des sections faites 
dans une sphère par des plans passant : 1° par une droite don- 
née; 2» par un point donné? 

2. La somme des aires des cercles, suivant lesquels les trois 
faces d’un angle Irièdre trirectangle coupent une sphère, est 
constante pour une position donnée du sommet de cet angle 
trièdre. 

La somme des carrés des distances du sommet de l’angle 
trièdre aux six points où les trois arêtes de cet angle rencon- 
trent la surface de la sphère est aussi constante. 

3. Quel est le lieu géométrique des points de l’espace, tels que 
le rapport des distances de chacun d’entre eux à deux points 
fixes, soit constant ? 

4. Quel est le lieu géométrique des points de l’espace égale- 
ment éclairés par deux lumières d’inégale intensité? 
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5. Les tangentes menées à une sphère par un point extérieur 
sont égales. — Le lieu géométrique de ces tangentes est une 
surface conique de révolution, et celui des points de contact est 
une circonférence située dans un plan perpendiculaire à la 
droite qui joint le centre de la sphère au point donné. 

6. Trouver un point tel qu’on voit de ce point trois sphères 
données sous le même angle. 

7. Quel est le lieu géométrique des centres des sphères qui 
coupent deux sphères données suivant des grands cercles? 

8. Quel est le lieu géométrique des centres des sphères qui 
coupent trois sphères données suivant des grands cercles? 

9. Mener par une droite donnée un plan tangent à une 
sphère. 

tO. Les plans qui touchent deux sphères extérieurement 
rencontrent au même point la droite menée par leurs centres. 
— Il en est de même des plans qui touchent deux sphères inté- 
rieurement. 

11. Mener par un point donné un plan tangent à deux 
sphères. 

12. Mener un plan tangent à trois sphères. 

13. Mener par une droite un plan qui coupe deux sphères, 
de manière que les rayons des sections soient proportionnels à 
ceux des sphères. 

14. Mener par un point un plan qui coupe trois sphères de 
manière que les rayons des sections soient proportionnels à 
ceux des sphères. 
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Programme: Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée régulière, 
tournant autour d'un aie mené dans son plan et par son centre. — Aire 
de la zone, de la sphère entière. 


DÉFINITIONS. 

d. On appelle ligne brisée régulière une ligne brisée, plane 
et convexe, dont les côtés sont égaux et les angles égaux. 

Toute ligne brisée régulière peut être inscrite dans le cercle 
et lui être circonscrile, comme le périmètre d’un polygone 
régulier dont elle diffère en ce que son angle au centre n’est 
pas généralement une partie aliquote de quatre angles droits 
(P., 27, I). 

Une ligne brisée régulière a un centre, un rayon et un apo- 
thème qui sont le centre et les rayons des cercles circonscrit et 
inscrit. On donne aussi le nom de diamètre à toute droite menée 
par son centre. 

Pour inscrire une ligne brisée régulière dans un arc de cer- 
cle, il sutflt évidemment de diviser cet arc en un nombre 
quelconque de parties égales, et de tracer les cordes des arcs 
consécutifs (P., 27, 11). 

2. La portion de plan comprise entre une ligne brisée régu- 
lière et les deux rayons extrêmes de cette ligne se nomme 
secteur polygonal régulier. 
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Si l'on fait tourner sur une droite indéfinie xy, comme axe, 
une droite limitée AR qui soit dans le même plan avec l’axe et 
d’un même côté de cette ligne, la surface de révolution qu elle 
engendre a pour mesure le produit de la génératrice AB par la 
circonférence que décrit le milieu M de celte droite. 


La droite AB peut avoir trois positions 
différentes par rapporta l’axe xy. 

1“ Je suppose AB parallèle à xy, et 
“ ^ j’abaisse des points A, B, M, les perpendi- 
culaires AC,BD,MO, sur l’axe. Dans sa révolution autour de xy, 
le rectangle ABCD engendre un cylindre droit à base circulaire 
dont la ligne AB décrit la surface convexe; on a donc (16, II) ; 
surf. AB=AB x cir. OM. 

2" Si la droite AB n’a aucun point commun avec l’axe, sans 
lui être parallèle, j’abaisse encore les per- 
pendiculaires AC, BD, MO, sur xy. Le tra- 
pèze ABCD, en tournant autour de xy, en- 


" gendre un tronc de cône droit, à bases 

parallèles, dont la ligne AB décrit la surface convexe; dès lors 
on aaussi (14, IV, c.) : 

surf. AB=AB xctr. OM. 

3" Lorsque l’une des extrémités de AB, par exemple A, est 
située sur l’axe xy, la perpendiculaire BD 
détermine un triangle rectangle ABD qui 
J, y engendre un cône droit en tournant autour 
de xy. La ligne AB décrit la surface con- 
vexe de ce cône; par conséquent on a encore (14, III, c.) : 
surf. AB= AB X cir. O.M. 



THÉORÈME IL 

La surface engendrée par une ligne brisée régulière BCDE, 
tournant autour d’un diamètre xy qui ne la coupe pas, a pour 
mesure le produit de la circonférence inscrite dans la ligne bri- 
lée par la projection KP de cette ligne sur t’axe. 
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Soient O le centre et OG l’apothème de la ligne brisée régu- 
lière BCDE; cette ligne, en tournant autour de son diamètre 
xy, décrit une surface égale à la somme des surfaces engen- 
drées par ses côtés BC, CD, DE, 

Je mène par le milieu G du côté BC la droite GH perpendi- 
culaire à l’axe xy, et j’ai, d’après le 
théorème précédent : 

surf. BC=BC X cir. HG. 

^Pour transformer cette mesure, je 

^ÀkiiL N 6 ^ t y tjpe jgg droites BK, CL, perpendicu- 
laires à l’axe xy, et la droite BM parallèle au même axe. Les 
triangles rectangles BCM, GOH, sont semblables, parce qu’ils 
ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun (P., 2t, V) ; 
il en résulte que 

BC OG cir. OG 

BM “ ÏÏG cir. HG ’ 

et, par suite, 

BC X cir. HG =BM x cir. OG. 



J’ai dès lors 

surf. BC=BM x cir. OG, 

Ou bien, à cause de l’égalité des droites BM et KL, 
surf. BC = KL xdr. OG. 

Soient LN et NP les projections des côtés CD, DE, sur l’axe de 
rotation; je démontrerais, par un raisonnement analogue au 
précédent, que j’ai pareillement : 

surf. CD=LN X cir. OG, 
et surf. DE=NP x cir. OG. 

En ajoutant les trois égalités précédentes membre à membre, 
et remarquant que la somme surf.BC+surf.Cb.+surf.DE 
n’est autre que surf. BCDE, je trouve : - . 

surf. BCDE=(KL-|-LN-l-NP)xc!r. OG, '..t- ' 
ou surf. BCDE=KPxci>. OG. 


Corollaire I. — La surface engendrée par un demi-polygone 
régulier A.BŒF d'un nombre pair de côtés, tournant autour de 
son diamètre AF, a pour mesure le produit de la circonférence 
inscrite dans ce polygone par le diamètre du cercle circonscrit. 
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Car la projection du demi-périmètre ABCEF sur l’axe est le 
diamètre AF du cercle circonscrit au polygone. 

Corollaire IL — L’égalité ' 

surf. BC=KL xcirc. OC, 

précédemment démontrée, conduit à ce théorème : La surface 
décrite par une droite BC qui tourne autour d'un axe xy, situé 
dans le même plan, a pour mesure le produit de la projection KL 
de cette droite sur l’axe par la circonférence dont le rayon est 
égal à la perpendiculaire GO, élevée au milieu de la droite BC 
jusqu’à la rencontre de l’axe. 

THÉORÈME III. 



Une zone a pour mesure le produit de sa hauteur par la cir- 
conférence d’un grand cercle. 

Je considère la zone engendrée par l’arc de cercle BD tour- 
nant autour du diamètre AM; soit EF sa hauteur, 
que je détermine en abaissant des extrémités de 
l’arc BD les perpendiculaires BE,DF, sur l’axe AM. 
J’inscris ensuite dans l’arc BD la ligne brisée ré- 
gulière BCD, dont l’apolhèine est 01. La surface 
que décrit cette ligne en tournant autour de AM 
est évidemment moindre que la zone BD qui l’enveloppe de 
toutes parts, et leur différence diminue de plus en plus, si je 
double indéfiniment le nombre des côtés de la ligne inscrite dans 
l’arc BD; la zone BD est donc la limite vers laquelle tend la sur- 
face décrite par la ligne brisée BCD, lorsque le nombre des côtés 
de cette ligne croît indéfiniment. Or, quel que soit ce nombre, 
la surface engendrée par la ligne brisée régulière BCD a pour 
mesure le produit de la projection EF de cette ligne sur l’axe 
par la circonférence inscrite 01 (11); par conséquent, la zone 
a aussi pour mesure le produit de sa hauteur EF par la circon- 
férence du cercle OA, c’est-à-dire par la circonférence d’un 
grand cercle de la sphère dont la zone BD fait partie. 

Corollaire I. — Soient H la hauteur de la zone et R le rayon 
de a sphère, on a : 


zone=2itRxH. 
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Corollaire 11.— Deux zones d’une même sphère sontpropor 
tionnelles à leurs hauteurs. 


THÉORÈME IV. 

La surface d'une sphère a pour mesure le produit de son dia- 
mètre par la circonférence d'un grand cercle. 

d A Soit la sphère engendrée par le demi-cercle ABG 

^ tournant autour de son diamètre AG; la demi-cir- 
, conférence ARG étant la somme des deux arcs AB, 
RG, la réunion des deux zones engendrées par ces 
c arcs forme la surface de la sphère. On a (111) : 
zone AB=AExnV. CA, 
et . zone BG=EG xcir. CA ; 

si l’on additionne ces égalités membre à membre, on trouve : 
surf . sph. CA={AE-\-EG)xcir. CA. 

et, par suite, 

surf. sph. CA=AGxcir. CA. 

Corollaire 1. — Soient R le rayon d’une sphère, D son dia- 
mètre et S sa surface, on a : 

S=2Rx2irR=47rR*. 

11 résulte de celte valeur de S que la surface de la sphère est 
égale à quatre fois l'aire d’un grand cercle (P., 3i, 11). 

On a aussi : 

S=D X i:D=:nD’. 

Corollaire H. — Les surfaces de deux sphères sont propor- 
tionnelles aux carrés de leurs rayons ou de leurs diamélres. 

PROBLÈMES. 

1. Si l’on inscrit dans un demi-cercle un demi-polygone ré- 
gulier d’un nombre pair de côtés, et qu’on lui circonscrive un 
demi-polygone sembhiblc, la surface de la sphère engendrée 
par le demi-cercle tournant autour de son diamèire est 
moyenne proportionnelle entre tes surfaces engccdrces parles 
deux polygones. 
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2. Toute zone à une base est équivalente à un cercle ayant 
pour rayon la corde de l’arc qui engendre la zone. Ce théorème 
est-il applicable à une zone à deux bases? 

3. Exprimer la surface d’une sphère en fonction de la cir- 
conférence d’un grand cercle. — Évaluer en myriamètres car- 
rés la surface de la terre supposée sphérique. 

4. Circonscrire à une sphère un cône droit dont la surface 
convexe soit le double de la base. 

5. Inscrire dans une sphère un cylindre droit dont la somme 
des deux bases soit le double de lajsiirface latérale. 

6. Inscrire dans une sphère un cône dont la surface convexe 
soit équivalente à celle de la calotte sphérique qui est terminée 
au même cercle. (Concours de seconde scientiflque, 1834.) 

7. Couper une sphère par un plan tel que la section soit 
équivalente à la différence des deux zones dans lesquelles ce 
plan partage la surface de la sphère. 

8. Couper une sphère par un plan tel que l’aire d’un grand 
cercle soit moyenne proportionnelle entre les. deux zones que 
ce plan détermine. 

9. Couper une sphère par deux plans parallèles également 
éloignés du centre de la sphère, de manière que la somme des 
aires des deux sections soit égale à l’aire de la zone comprise 
entre les deux plans. 

10. Inscrire dans une sphère un cône dont la base soit équi- 
valente à la moitié de la surface convexe. 

1 1. Un cône équilatéral étant inscrit dans une sphère, déter- 
miner entre quelles limites peut varier la différence des sec- 
tions faites dans ces deux corps par un plan parallèle à la base 
du cône. — Dans quelle position du plan sécant la différence des 
deux sections est-elle égale aux deux tiers de l’aire d’un grand 
cercle de la sphère? 

Remarque . — La plupart des problèmes précédents sont d’ex- 
cellents exercices sur les équations du second degré. 


AM. 


19 
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PRiKiRAiniB : Mesure du volume engendré par un triangle, tournant autour 
d’un axe mené dans son plan par un de ses sommets. — Application au 
secteur polygonal régulier tournant autour d'un axe mené dans son plan 
et par son centre.— Volume du secteur sphérique, de la sphère entière. 


DÉFINITIONS. 


1. Le volume engendré par un secteur circulaire DCE tour- 
nant autour du diamètre AB qui lui est extérieur 
s’appelle secteur sphérique. 11 a pour base la zone 
que décrit Tare DE du secteur circulaire. 

2. Un polyèdre est circonscrit à une sphère, 
lorsque chacune de ses faces est tangente à la 
sphère. On dit réciproquement que la sphère est 
inscrite dans le polyèdre. 

Au contraire, un polyèdre est inscrit dans une sphère, lors- 
que tous ses sommets sont des points de la surface sphérique. 
La sphère est alors circonscrite au polyèdre. 



THÉORÈME 1. 

Le volume du corps engendré par un triangle ABC qui 
tourne autour d’une ligne droite xy, menée dans le plan de 
ce trianijle par son sommet A, sans traverser sa surface, est 
égal au tiers de la distance du sommet A au côté opposé BC, 
multiplié par la surface que décrit ce côté en tournant autour de 
l’axe xy. 

Le triangle ABC peut avoir trois positions différentes par 
rapport à l’axe xy. 

t» Je suppose le côté AB situé sur l’axe, et je trace du som- 
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'G met opposé C la droite CE perpendicu- 
iGire à ce côté. Le volume engendré par 
\ la révolution du triangle ABC esl égal à 
J? A E jF7 la somme, ou à la différence des cônes 
droits engendrés par les triangles rec- 
tangles ACE, BCE tournant autour de 
xy, selon que la perpendiculaire CE est 
à l’intérieur ou à l’extérieur du triangle 
ABC. Or on a (14, V) : 

cône ACE = j CE* X AE , 
et cône BCE = J Tt CE’ k BE; 

par conséquent, on a aussi : 

t'o/. ABC = 5 ir CE’ X AB . 

Cela posé, j’abaisse du sommet A la perpendiculaire AD sur 
le côté opposé BC, et je remplace dans l’expression précédente 
du volume ABC le produit ABxCE par le produit BCx AD 
qui lui est égal; car chacun de ces produits exprime le double 
de l’aire du triangle ABC (P, 30, V). 11 en résulte que 
vol ABC=i7rCE X BC X AD. 

Or, la surface convexe du cône CBE a pour mesure icCEx BC 
(t4, III); on a donc 

vol ABC=surf. BC x j- AD. 

2» Si aucun des côtés AB, AC ne coïncide avec l’axe, le côté 
CB opposé au sommet A peut ren- 
contrer l’axe, ou lui être parallèle. Je 
suppose d’abord que le prolongement 
de CB rencontre xÿ au point F, et 
j’abaisse du sommet A la perpendi- 
culaire AD sur CB. Le triangle ABC égale dès lors la différence 
des triangles ACF, ABF, et le volume qu’il engendre en tour- 
nant sur l’axe xy égale aussi la différence des volumes engen- 
drés par les triangles ACF, ABF. Or, 

vol ACF=surf. CF x| AD, 
et vol ABF = suff. BF X | AD ; 

on a donc 

vol ABC=sur/'.BC X |^AD. 
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3° Le théorème précédent étant vrai, quelque petit que soit 
l’angle que le côte BC fait avec Taxe, on 
peut en conclure qu’il est encore vrai lors- 
que' cet angle devient nul, c’est-à-dire lors- 
que BC devient parallèle à xy. 

Au reste, voici une démonstration directe 
de ce théorème dans le cas du parallélisme des droites BC et xy. 
J’abaisse des extrémités de BC les perpendiculaires BH, CG sur 
xy, et je fais remarquer que le volume engendré par le triangle 
ABC, tournant autour de xy, est la somme des volumes engen- 
drés par les triangles ABD, ACD. Or, le cône engendré par le 
triangle rectangle ABH est égal au tiers du cylindre engendré 
par le rectangle ADBH (16, 111, c); donc le triangle ABD en- 
gendre, dans sa révolution autour de l’axe xy, un volume égal 
aux deux tiers du même cylindre ADBH. Je démontrerais de 
même que le volume produit par la rotation du triangle ACD 
autour de xy est égal aux deux tiers du cylindre produit par la 
rotation du rectangle ADCG autour du même axe; par con- 
séquent le triangle ABC engendre un volume égal aux deux 
tiers de ta somme des cylindres engendrés par les rectangles 
ADCG, ADBH, c’est-à-dire égal aux deux tiers du cylindre en- 
gendré par le rectangle BCGH. On a dès lors : 
vol. ABC=| TT AD’ X BC. 

Mais la surface convexe du cylindre BCGH a pour mesure 
2 ttAD X BC (16, 11) ; on a donc : 

vnl. \BC=surf. BCXjAD. 

Corollaire.— Si le Iriangle ABC est isocèle, et que la droite 
MN soit la projection du côlé BC sur l’axe 
xy, on a (19, 11, c.) : 

surf. BC=MNx cir, AD 
et, par suite, 

vol. .\BC=ÎttAD’xMN. 

Par conséquent, le volume engendré par un triangle isocèle qui 
tourne autour d'un axe, situé dans son plan et passant par son 
sommet, sans traverser sa surface, est égal aux deux tiers de la 
projection de sa base sur l'axe, multipliés par l’aire du cercle 
qui a pour rayon la hauteur de ce triangle. 
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THÉORÈME II. 


Le volume du corps engendré par un secteur polygonal régu- 
lier OBCDE qui tourne autour du diamètre xy, extérieur à sa 
surface, est égal au produit de la surface que décrit le péri- 
mètre BCDE du secteur polygonal par le tiers de son apothème. 

Soient O le centre et OG l’apothème de la ligne brisée régu- 
lière BCDE; je tire les rayons 
OC; OD, qui décompo.sent le 
secteur polygonal OBCDE en 
triangles isocèles. Dans sa révo- 
lution autour de l’axe xy , ce 
secteur engendre un volume 
égal à la somme des volumes engendrés par les triangles iso- 
cèles OBC, OCD, ODE. On a dès lors ( 1 ) : 






^8 


•» Ali -0 J 

I 


vol. OBC=surf. BCXyOG, 
vol. OCD=sur/’. CD X | OG, 
et vol. OÜF,=surf. DEx^OG; 

en ajoutant ces égalités membre à membre, on trouve que 
vol. OBCDE= (sur/". BC-j-sur/'. Cü + surf. DE)XjOG, 


ou 

vol. OBCDE = su»/. BCDEx^OG. 

Corollaire I. — Soit LM la projection de la ligne brisée régu- 
lière BCDE sur l’axe xy, on a (19, 11 : 

surf. BCDE = LM xcir. OG, 

et, par suite, 

vol. OBCDE=* tcOG’ X LM. 

Par conséquent, le volume engendré par le secteur polygona 
régulier OBCDE tournant autour du diamètre xy, extérieur à 
sa surface, est égal aux deux tiers du produit de la projection 
de la ligne brisée régulière BCDE par l'aire du cercle inscrit 
dans cette ligne. 


Corollaire IL— Le volume engendré par un demi -polygone 
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régulier ABCDEF d’un nombre pair de côtés, tournant autour 
de son diamètre AF, est égal aux deux tiers du cercle inscrit par 
le diamètre du cercle circonscrit. 

Car la projection AF du périmètre ABCDEF sur l’axe n’est 
autre que le diamètre du cercle circonscrit au polygone. 

THÉORÈME III. 


n 



Le volume d’un secteur sphérique est égal au produit de la 
zone qui lui sert de base par le tiers du rayon de la sphère. 

Je considère le secteur sphérique engendré par le secteur 
circulaire AOD tournant autour du diamètre AE, 
et j’inscris la ligne brisée régulière ABCD dans 
l’arc AD. Le \olume engendré par le secteur poly- 
gonal régulier OABCD, tournant autour de Taxe 
AE, est moindre que celui du secteur sphérique 
qui lui est circonscrit, et la différence de ces to- 
lumcs diminue de plus en plus, si je double 
indéfiniment le nombre des côtés de la ligne brisée régulière 
ABCD; le secteur sphérique AOD est donc la limite vers la- 
quelle tend le volume engendré par le secteur polygonal, lors- 
que le nombre des côtés de ce secteur croît indéfiniment. Or, 
quel que soit ce nombre, le volume engendré par le secteur 
polygonal OABCD est égal au produit de la surface que décrit 
la ligne brisée ABCD par le tiers de son apothème OL (II). Par 
conséquent, le volume du secteur sphérique AOD est aussi 
égal au produit de la zone que décrit l’arc AD par le tiers du 
rayon OA de cet arc, c’est-à-dire par le tiers du rayon de la 
sphère dont le secteur sphérique AOD fait partie. 


Corollaire.— Soient R le rayon de la sphère et H la hauteur 
de la zone qui sert de base au secteur sphérique, on a (t9, III) : 
zone H=2TtR x H 

et, par suite, 

sect. sph. H = I TC R* X H. 

Donc wn secteur sphérique a aussi pour mesure les dettx tiers 
du produit de la hauteur de la zone qui lui sert de base par 
l’aire d’un grand cercle de la sphère. 
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THÉORÈME IV. 

Le volume d’une sphère est égal au produit de sa surface par 
le tiers de son rayon. 

Soit la sphère engendrée par le demi-cercle ABD, tournant 
^ autour de son diamètre AD; je tire un rayon 
quelconque CB, et je considère la sphère comme 
Q la somme des secteurs sphériques engendrés par 

Y les deux secteurs circulaires ACB, BCD. Or on 
VJd a (lU) : 

sect. sph. ACB =zone AB X |CA, 
et sect. sph. BCD=zone BDx^CA. 

Il en résulte que 

sphère CA=(zone AB-f zone BD) XîCA, 
ou sphère CX=surf. sph. CA x J CA. 

Corollaire I. — En désignant par R le rayon de la sphère, 
par D son diamètre et par V son volume, on a : 

V = 4kR‘x y = ■|■ ^R^ 
et V = irD* X 4 

O b 

Corollaire II. — Les volumes de deux sphères sont propor- 
tionnels aux cubes de leurs rayons ou de leurs diamètres. 

THÉORÈME V. 

Le volume d’un polyèdre circonscrit à une sphère est égal au 
produit de sa surface par le tiers du rayon de la sphère. 

Car, si l’on mène un plan par le centre de la sphère et par 
chacune des arêtes du polyèdre, on le décompose en pyramides 
qu’on peut considérer comme ayant pour ba%es les différentes 
faces du polyèdre, et pour sommet commun le centre de la 
sphère. Or chacune de ces pyramides a pour mesure le produit 
de sa base par le tiers de sa hauteur, c’est-à-dire par le tiers 
du rayon de la sphère (10, V) ; donc, etc. 
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Corollaire. — Les volumes de deux polyèdres circonscrits à 
la mime sphère, ou à des sphères égales, sont proportionnels à 
leurs surfaces. 


THÉORÈME VI. 


■Le volume engendré peur un segment circulaire BMD tour- 
nant sur le diamètre ÂH qui lui est extérieur, est égal à la moitié 
du volume d'un cône dont la base a pour rayon la corde BD du 
segment, et dont la hauteur est égale à la projection EF de 
cette corde sur l'axe AH. 

.A Le segment circulaire BMD étant égal à la dif- 
férence du secteur circulaire CBMD et du triangle 
CBD, le volume qu’il engendre en tournant sur 
AH comme axe est égal à la différence des vo- 
lumes engendrés par le secteur circulaire et le 
triangle. On a (E, 20, III) : 

vol. CBMD=îitCD*xEF; 



soit CG la hauteur du triangle isocèle CBD, on a pareillement 
(E. 20, 1, c) : 

vol. CBD=|itCG*XEF; 
donc vol. BMD=|it(CD*— CG*)xEF; 


mais, le triangle CDG étant rectangle, il en résulte que 

BD* 

CD*— CG* = DG* = ^; 

on a, par conséquent, 

vol. BMD=‘itBD*xEF. 


Remarque. — Si le segment circulaire est égal à un demi- 
cercle, le volume qu'il engendre est celui de la sphère et l’on 
a, en remplaçant BD et EF par AH dans la formule précé- 
dente : 

sphère CA=i«AH*, 

expression déjà trouvée pour le volume de la sphère en fonc- 
tion de son diamètre. 


/ 
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THÉORÈME VII. 

Le volume d’un segment sphérique est égal à celui d" une 
sphère qui a pour diamètre la hauteur du segment, augmenté 
de la demi-somme des volumes de deux cxjlindres ayant pour 
hauteurs et pour bases la hauteur et les bases du segment. 

Soient BE et DF les rayons des sections circulaires faites dans . 
la sphère CA par deux plans perpendiculaires au 
^ diamètre AG, la droite EF est la hauteur du seg- 

w% w • P 

I B c ment sphérique qui a pour bases les deux cercles 

V BE et DF. 

'g Le volume du segment sphérique EF est égal a 
la somme des volumes engendrés par le segment circulaire 
BMD et par le trapèze EBDF. Or on a : 

vol. BMD=JtcBD’xEF, 

«t vol. EBDF=‘Tr(BE*+DF’+BExDF)EF; 

par conséquent, 

seg. sph. EF=;ir(BD‘+2BE*+2DF*+2BExDF)EF. 

En abaissant du point B la perpendiculaire BH sur DF, et 
remarquant que le triangle BDH est rectangle, on trouve : 
BD'=BH* + DH’=EP+ (DF— BE)‘, 

^u BD‘=EF‘ + DF* + BE*— 2BE xDF. 

Si on substitue cette valeur de BD* dans l’expression précé- 
dente du volume du segment sphérique EF, on a : 
seg. sph. EF=|ir(EF’ -f3BE* + 3DF*)EF 
ou seg. sph. EF= JttEP-I-^ (itBE’x EF-J-tiDF* x EF). — 

Or le terme |itEF* exprime le volume de la sphère dont le 
diamètre est égal à la hauteur EF du segment sphérique, et 
les produits irBE* X EF, irDF’ X EF, sont les mesures de deux 
cylindres ayant pour hauteur la droite EF et pour bases les . >; 
cercles BE, DF. Donc, etc. 

Corollaire. — Si la base BE du segment S[)liérique est nulle, 
c’est-à-dire si le plan BE perpendiculaire à l’axe AG devient . 
tangent à la sphère, le segment sphérique ADF, à une seule 
hase, est égal à la sphère qui a pour diamètre la hauteur du 
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segment, plus la moitié d'un cylindre de même base et de même 

hauteur que -ce segment. 

Car on a : 

seg. .spA. ADF=^Jir AF’ +jirDF* X AF. 

PROBLÈMES. 

1 . Si Fon joint par une ligne droite les milieux de deux côtés 
d’un triangle, et qu’ensuite on le fasse tourner autour du troi- 
sième côté, quel sera le rapport des volumes engendrés par 
les deux parties de ce triangle? 

2. Exprimer le volume d’une sphère en fonction de la cir- 
conférence d’un grand cercle. 

Calculer le volume et le poids de la terre supposée sphéri- 
que, en sachant que sa densité moyenne est égale à 5 i d’après 
Cavendish. 

3. La surface du cylindre circonscrit à une sphère est 
moyenne proportionnelle entre les surfaces de la sphère et dii 
cône équilatéral circonscrit. 

La même relation existe entre les volumes de ces trois corps. 

4. Les diamètres de la terre, de la lune et du soleil étant 

3 

proportioilnels aux nombres 1, -jy et 112, quels sont les volu- 
mes de la lune et du soleil, si l’on prend celui de la terre pour 
unité? 

5. Démontrer que, si l’on fait tourner un parallélogramme 
successivement autour de deux côtés non parallèles, les volu- 
mes engendrés seront en raison inverse de ces côtés. 

6. Couper une sphère par un plan qui divise en deux parties 
équivalentes le secteur sphérique, ayant pour base la plus 
petite des deux zones dans lesquelles ce plan décompose la sur- 
face de la sphère. 

7. Inscrire dans un demi-cercle un triangle rectangle tel 
que le volume qu’il engendre en tournant autour de son hy- 
poténuse ait un rapport donné avec celui de la sphère décrite 
par le demi-cercle. — Maximum de ce rapport. 

FIN DE LA GÉOMÉTRIE DANS l’ESPACE. 
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NOTIONS 

SUR QUELQUES COURBES USUELLES 


PREMIÈRE, DEUXIÈME, TROISIÈME 
ET QUATRIÈME LEÇON. 

Programme : DéGnition de l’ellipse par la propriété des foyers. — Tracé de 
la courbe par points et d’un mouvement continu. — Axes. — Sommets. 
— Rayons vecteurs. — DéGnition générale de la tangente b une courbe. — 
Les rayons vecteurs menés des foyers it un point de l’ellipse font, avec la 
tangente en ce point, et d’un même côté de celte ligne, des angles égaux. 
— Mener la tangente à l’ellipse, 1° par un point pris suc l’ellipse t 
2» par un point extérieur. — Normale ï l’ellipse. 

Hyperbole . — Propriétés principales de celle courbe. 


DÉFINITIONS. 


1 . Deux points a et a' sont symétriques par rapport à une 
ligne droite xy, lorsque cette droite est per- 
pendiculaire au milieu de celle qui joint les 
points a et a'. 

On appelle axe de symétrie d'une ligne 
courbe, ou simplement axe, une ligne droite 
par rapport à laquelle les points de cette courbe 
sont symétriques deux à deux. 

Un axe de symétrie d’une courbe divise dès lors cette courbe 
en deux parties égalQS, c’est-à-dire superposables. 

2. Deux points a et a' sont symétriques par rapport à un 
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troisième c, lorsque la ligne droite qui joint les points a et a' 
est divisée par le point c en deux par- 
ff r lies égales. 

On nomme centre de symétrie d’une 
ligne courbe, ou simplement centre, 
un point par rapport auquel les points de celte courbe sont 
symétriques deux à deux.— Si une ligne courbe a un centre, 
les cordes qui passent par ce point sont divisées par lui éa 
deux parties égales. En effet, chacune de ces droites coupe la 
courbe en deux points symétriquement placés par rapport au 
centre. 

Lorsqu’une ligne courbe a un axe et un centre, l’axe passe 
par le centre; car il divise en deux parties égales la corde me- 
née perpendiculairement à sa direction par ce point. 

3. Toute ligne droite qui passe par le centre d’une ligne 
courbe se nomme diamètre. 

4. On appelle tangente à une ligne courbe, en un point 
donné B, la limite BE des positions 
que prend une sécante BC, lorsqu’on 
la fait tourner autour du point B de 
manière qu’un second point d’inter- 
section C se rapproche du premier 
jusqu’à se confondre avec lui. Le 
point B se nomme point de contact. 

Si la ligne courbe considérée ne peut être coupée qu’en deux 
points par une ligne droite, sa tangente n’a qu’un point com- 
mun avec elle. Mais il est faux de dire réciproquement qu’une 
ligne droite, qui n’a qu’un point commun avec une courbe, lui 
soit tangente, même lorsque cette courbe ne peut être coupée 
qu’en deux points par une ligne droite. Nous en trouverons des 
exemples dans l’étude de l’hyperbole et de la parabole. 

3. On désigne sous le nom de normale la perpendiculaire 
menée par un point quelconque d’une ligne courbe sur la tan- 
gente en ce point. 

6. On appelle ellipse une courbe plane telle que la somme 
des distances de chacun de ses points à deux points fixes F et 
F', situés dans son plan, est constante. 
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Les points fixes F, F' sont les foyers de l'ellipse, et les lignes 
droites MF, MF', qui joignent un 
point quelconque M de celte courbe 
à ses foyers, sont les rayons vecteurs 
^ de ce point. — La distance FF' se 
nomme excentricité. 

Deux ellipses qui ont les mêmes 
foyers sont dites homofocales. 

PROBLÈME I. 

Décrire par points, ou d’un mouvement continu, une ellipse 
dont les foyers et la somme des rayons vecteurs d’un point 
quelconque sont donnés. 

4» Tracé par points. 

M U Soient F, F' les foyers de l’ellipse 

qu’il s’agit de tracer, et MN une ligne 
droite égale à la somme des rayons vec- 
teurs d’un point quelconque de cette 
n courbe. Je prends sur la ligne droite FP, 
de chaque côté du milieu C de cette 
ligne, les longueurs CA, CA' égales à la 
moitié de MN ; les distances FA, F' A' sont 
par suite égales entre elles, et les points A, A' appartiennent 
à l’ellipse; car chacune des sommes FA-l-F' A, FA'-f F'A' est 
égale à AA' ou MN. Pour construire d’autres points de celte 
courbe, je divise la distance AA' en deux parties quelconques 
OA, OA', et je décris des points F, F', comme centres, avec les 
rayons OA, OA', deux arcs de cercles. Si ces arcs se coupent, 
leurs intersections D, IF appartiendront à l’ellipse, puisque la 
somme des rayons vecteurs de chacun de ses points est égale 
à OA-j-OA' ou MN. Afin d’éviter des essais inutiles, je vais dé- 
terminer entre quelles limites il faut prendre le point O pour 
que les cercles OA, O.A' se coupent constamment. 

La somme AA' ou 2CA des rayons OA, OA' de ces cercles est, 
par hypothèse, plus grande que la distance FF' ou 2CF' de 
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leurs centres; il suffit donc que les rayons satisfassent à l’iné- 
galité suivante : 

OA'— OA<2CP, 

pour qu’il y ait intersection (P., 14, IV). 
En remarquant qu’on a aussi 
OA'+OA=2CA, 

et ajoutant ces deux relations membre 
à membre, on trouve 

20A'<2CF'+2CA, 

OA'<AF'; 

OA <AF. 

La droite AF est donc le minimum des rayons vecteurs de l’el- 
lipse, et la droite AF', leur maximum. Il en résulte que le point 
O doit toujours être compris entre les deux foyers F, F'. 

Cela posé, je prends un second point 0' sur la droite FF', et 
je décris des points F, F', comme centres, avec les rayons 0' A, 
O'A', deux arcs de cercles qui font connaître par leurs inter- 
sections deux autres points de l’ellipse. Après avoir déterminé 
de cette manière un assez grand nombre de points de cette 
courbe, je les unis par un trait continu qui différera d’autant 
moins de l’ellipse que ces points seront plus nombreux et, par 
suite, plus rapprochés les uns des autres. 

Remarque . — On peut abréger la construction précédente 
en déterminant quatre points de l’ellipse avec les mêmes 
rayons. 

En effet, après avoir tracé du point F corhme centre avec le 
rayon OA et du point F comme centre avec le rayon OA' deux 
arcs de cercles qui se coupent aux points D et D', je décris du 
point F comme centre avec le rayon OA' et du point F' comme 
centre avec le rayon OA deux autres arcs de cercles, dont les 
intersections D" et D'" sont encore des points de l’ellipse. Le 
système des deux rayons OA, OA' sert donc à déterminer les 
quatre points D, D', IV', D"' de cette courbe. 

Lorsqu’on applique ce mode de construction, il suffit de con- 
sidérer les positions du point 0 sur l’une des moitiés de FF', 
par exemple CF; car si l’on prend sur la droite CF' une lon- 
gueur CO" égale à CO, les segments 0’'A', 0''A de la ligne AA', 


11 

R 

1 1 

B 




^ l F' 0" 

CÔ' 0 F J 


— 

B’ 


c’est-à-dire 
on a par suite : 
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sont égaux respectivement à OA et OA'. Les points Of' et O, qui 
sont symétriques par rapport au milieu C de FF', donnent donc 
le même système de rayons. 

2” Tracé d’un mouvement continu. 

On attache aux foyers F, F les ex- 
trémités d'un fil FMF' flexible et inex- 
tensible, dont la longueur soit égale à 
la somme des rayons vecteurs d'un 
point quelconque de l’ellipse. On tend 
d’abord ce fil d’un côté de la ligne 
^ droite FF', par exemple au-dessus, en 

appliquant contre lui une pointe ou un crayon; puis on fait 
glisser la pointe sur le plan, de manière que le ûl soit toujours 
tendu. L’arc de courbe ABA' que l’on trace ainsi est une por- 
tion d’ellipse, car la somme des distances de chacun de ses 
points aux deux foyers F, F' est constamment égale à la lon- 
gueur du fil. Pour décrire l’autre portion AB' A' de l’ellipse, 
on tend le fil de l’autre côté de la ligne droite FF', et l’on re- 
commence à faire glisser la pointe le long du fil. Il résulte 
évidemment de ce mode de construction que l’ellipse est une 
courbe fermée. 

On ne se sert de cette seconde méthode que pour tracer de 
grandes ellipses sur le terrain, sur des planches ou des feuilles 
de carton. Mais on préfère la première pour décrire de petites 
ellipses sur le papier, à cause de la ténuité du fil qu’il faut 
alors employer et de la difficulté d’en fixer les extrémités aux 
foyers. 


Remarque.— Si, la longueur AA' du fil restant la même, 
les foyers F, F' se rapprochent jusqu’à se confondre, l’ellipse 
devient une circonférence de cercle ayant le point O pour cen- 
tre et la droite AA' pour diamètre. Car la distance du point O 
à la pointe avec laquelle on décrit l’ellipse est alors constante 
et égale à la moitié de la longueur du fil ; on peut donc consi- 
dérer la circonférence d’un cercle comme une ellipse dont les 
deux foyers se confondent avec le centre. 
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THÉORÈME I. 

L’ellipse a deux axes de symétrie et un centre situé à l’inter- 
section de ses axes. 

En effet, soient D un point quelconque de l'ellipse, et IV, 
W, ly", les trois points de celte courbe 
ayant les mêmes rayons vecteurs que 
le point D. Je dis : 1» que les points D et 
t D' sont symétriques par rapport à la 
droite FF' ; 2» que les points D et D'" 
sont symétriques par rapport à la droite 
BB' perpendiculaire au milieu de FF'; 
3» que D et IF' sont symétriques par rapport au point d’inter- 
section C des droites FF' et BB'. 

1» Les circonférences décrites des points F, F', comme cen- 
tres avec les rayons OA, OA', se coupent en deux points D, IF 
symétriquement placés par rapport à la droite FF'; car cette 
droite est perpendiculaire au milieu de leur corde commune 
DD' (P., t i, I). Donc les points de l’ellipse sont deux à deux 
symétriques par rapport à la droite FF', qui est par conséquent 
un axe de symétrie de cette courbe. 

2» Les triangles DFF', D"'FF' ont par hypothèse les côtés égaux 
chacun à chacun; il en résulte que l’angle DFF' opposé au 
côté DF' égale l’angle D"'F'F o[)posé au côté D"'F. Cela posé, 
je fais tourner la partie BAB' de l’ellipse autour de la droite 
BB', et je la rabats sur l’autre partie BA'B'. Le point F vient 
s’appliquer sur le point F', parce que les angles BCF, BCF', sont 
droits et que le point C est le milieu de la distance FF'. La 
droite FD prend ensuite la direction de F D"', à cause de l’éga- 
lité des angles CFD, CF'D'". Or ces lignes ont par hypothèse la 
même longueur, donc leurs extrémités D et D"', coïncident; ce 
qui exige évidemment que les points D, D'" soient symétrique- 
ment placés par rapport à la droite BB'. Par conséquent cette 
droite par rapport à laquelle les points de l’ellipse sont deux à 
deux symétriques est un axe de symétrie. 

3» Le quadrilatère DFD''F' qui a ses côtés opposés égaux par 
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hypothèse est un parallélogramme, cl scs diagonales DD", FP, 
se divisent mutuellement en deux parties égales. J’en conclus 
que si l’on mène par l’intersection C des axes AA', BB' de l’el- 
lipse une corde quelconque DD'', ce point la divise en deux 
parties égales; il est donc le centre de l’ellipse. 

Remarque I . — On appelle sommets de l’ellipse les quatre 
points d’intersection A, A', B, B', de cette courbe avec ses deux 
axes de symétrie. 

La ligne droite BB' est moindre que AA'j en effet, on a dans 
le triangle rectangle BCF : 

BC<BF. 

Or, le point B étant également distant des deux foyers F et F', 
son rayon vecteur BF est égal à la moitié de AA' ; il en résulte 
qu’on a 


et, par suite, 2BC ou BB'<;AA'. • . 

La ligne droite AA' s’appelle pour cette raison le grand axe 
de l’ellipse et la ligne droite BB' le petit axe. On désigne ordi- 
nairement les longueurs AA', BB', FF', par 2a, 2&, 2c; les trois 
quantités a, b, c, sont liées par la relation 

a*=è’-)-c*, 

car elles représentent les côtés du triangle rectangle BCF. 

Remarque II . — Lorsque les longueurs 2a, 2è, des deux axes 
d’une ellipse sont données, on peut construire cette courbe 
par points ou d’un mouvement continu. 

On prend sur deux lignes droites rectangulaires, à partir de 
leur intersection C, les longueurs CA, CA' égales à a et les lon- 
gueurs CB, CB', égales à b. Les lignes droites AA', BB', sont les 
axes de l’ellipse cherchée. Pour en construire les foyers, on 
décrit de l’extrémité B du petit axe BB' avec un rayon égal à 
CA, moitié de AA', un arc de cercle qui coupe le grand axe AA' 
aux points F et F'. L’ellipse peut alors être construite d’après 
l’une des deux méthodes précédentes, car on connaît ses foyers 
et la somme 2a des rayons vecteurs d’un point quelconque de 
cette courbe. 

AM. 20 
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THÉORÈME II. 


Si un point est extérieur ou intérieur a l'ellipse , la somme de 
ses distances aux deux foyers est plus grande ou moindre que 
le grand axe. 

Soit d’abord un point N extérieur à l’ellipse; je tire les lignes 
droites NF, NF', et le rayon vecteur 
du point M où la ligne dro te NF' 
rencontre l’ellipse. La ligne brisée 
NF+NM est plus grande que la ligne 
droite MF; en augmentant chacune 
de ces lignes de la même longueur 
MF', je trouve 

NF+NF>MF+MF. 

Or, le point M étant sur l’ellipse, la somme MF+MF' de ses 
rayons vecteurs égale le grand axe 2a; donc la somme NF+NF' 
des distances du point N aux deux foyers est plus grande que 2a. 

Je suppose, en second lieu, le point N' intérieur à l’ellipse, 
et je tire les droites N'F, N'F'. Le prolongement de N'F' ren- 
contre la courbe au point M dont je tire le rayon vecteur MF. 
La ligne droite N'F est moindre que la ligne brisée MN'-J-MF; 
en augmentant chacune de ces lignes de la même longueur 
N'F', j’ai 



N'F'-t-N'F<MF'+MF. 

Or, le point M étant sur l’ellipse, la somme MF'+MF de ses 
rayons vecteurs égale le grand axe 2a; donc la somme N'F'-fN'F 
des distances du point N' aux deux foyers est moindre que 2a. 

Corollaire.— Les réciproques des deux parties de ce théo- 
rème sont évidentes. Elles donnent le moyen de distinguer les 
points intérieurs à une ellipse de ceux qui sont exlérieurs, 
lorsque cette courbe n’est pas tracée et qu’elle est déterminée 
seulement par ses axes. 


THÉORÈME III. 

La tangente en un point de l’ellipse fait des angles égaux 
avec les rayons vecteurs de ce point. 
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Soient F, F', les foyers d’une ellipse et TT' sa tangente au point 

M. Pour démontrer que les angles 
' FMT, F'MT' sont égaux, je mène 
une sécante par le point M et un 
point voisin M'; j’abaisse du foyer F 
sur cette droite la perpendiculaire 
FG, que je prolonge, au delà de son 
pied G, d’une longueur GH égale 
à GF, et je dis : 1» que la droite 
F'H rencontre la sécante MM' en un point N situé entre les 
points H et M'; 2“ que les droites NF, NF', font avec MM' des 
angles égaux. 

En effet, les triangles FGN, HGN,qui ont un angle droit com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont égaux, et 
le côté NF est égal au côté NH; je démontrerais de même 
que les droites MF et MH sont égales. Par conséquent, la somme 
des distances NF, NF', du point N aux deux foyers de l'ellipse' 
est égale à la droite F'H, et la somme des rayo.is vecteurs MF, 
MF', du point M égale à la ligne brisée F'MH. Or, la droite F'H 
est moindre que la ligne brisée F'MH, puisque ces deux lignes 
ont les mêmes extrémités; donc 1“ la somme NF-f-NF' est 
moindre que MF-j-MF', ou que le grand axe de l’ellipse, et le 
point N se trouve à l’intérieur de cette courbe (II), sur la sé- 
cante MM'; 2“ il résulte de l'égalité des triangles FGN, HGN, 
que l’angle FNM est égal à l’angle HNG ' et par suite à l’angle 
FNM'. 

Cela posé, je fais tourner la sécante MM' autour du point M 
jusqu’à ce que le point M' coïncide avec lui; alors le point N 
de la droite MM' se confond aussi avec M, puisqu’il est toujours 
compris entre les points M et M'. Or, pendant sa rotation, la 
sécante MM' ne cesse pas de faire des angles égaux avec les 
droites NF, NF'; donc les angles FMT, F'MT', que la position 
limite de la sécante M.M',,ou la tangente TT', fait avec les rayons 
vecteurs FM, FM du point de contact M, sont aussi égaux. 
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THÉORÈME IV. 

Le lieu géométrique des projections des foyers d'une ellipse 
sur ses tangentes est la circonférence décrite sur le grand axe de 
cette courbe comme diamètre. 

Soient F el F' les foyers d’une 
ellipse; j’abaisse de l’un d’eux, 
par exemple F, la perpendicu- 
laire FI sur la droite AT tan- 
gente au point M, et je dis que 
]a distance du pied I de cette 
perpendiculaire au centre O de 
l’ellipse est égale à la moitié du 
grand axe. 

Pour le démontrer, je pro- 
longe les deux droites FI, F'M jusqu’à leur rencontre G. I^es 
triangles rectangles MIF, MIG sont égaux, parce qu’ils ont un 
côté commun, adjacent à deux angles égaux chacun à chacun-, 
car, la droite AT étant tangente au point M de l'ellipse, l’angle 
FMI est égal à F'M^ (III) et, par suite, à l’angle GMI. Il résulte 
de l’égalité des triangles MIF, MIG que les côtés IF, IG sont 
égaux, et que la droite F'G égale F^M+MF ou le grand axe de 
l’ellipse. Je remarque ensuite que les points O el 1 étant les 
milieux des droites FG, FF', les triangles FOI, FF'G, ont un 
angle commun compris entre deux côtés proportionnels, et 
qu’ils sont dès lors semblables; par conséquent, le côté 01 est 
la moitié de F'G, et le point I se trouve sur la circonférence 
décrite du point 0 comme centre avec la moitié du grand axe 
de l’ellipse pour rayon. 

Remarque. — La droite MG étant égale à MF, et la droite F'G 
égale au grand axe 2a de l’ellipse, si je décris un cercle du 
foyer F' comme centre avec un rayon égal à 2a, tout point M 
de l’ellipse est également éloigné de ce cercle et de l’autre 
loyer F. 

De là je conclus que chacun des deux cercles décrits des 
foyers de l’ellipse comme centres avec un rayon égal au grand 
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axe de celle courbe, peut servir à tracer l’ellipse par points 
lorsqu’on connaît ses foyers et son grand axe. En effet, si l’on 
décrit le cercle qui a le foyer F' pour centre, et qu’on joigne 
un point quelconque G de sa circonférence à l’autre foyer F, 
la perpendiculaire AT, élevée au milieu de la droite FG, coupe 
le rayon F'G en un point M qui appartient évidemment à l’el- 
lipse demandée. 

Ce procédé est plus long que le précédent (Probl. 1), mais il 
fait connaître la tangente en chaque pointde la courbe; car la 
droite AT est tangente à l’ellipse. On peut déduire de cette 
nouvelle construction que, si d’un point F pris à l’intérieur 
d’un cercle F'G on mène des droites aux points de sa circonfé- 
rence, les perpendiculaires élevées sur ces lignes par leurs mi- 
lieux toucheront une même ellipse, ayant pour foyers le point 
F et le centre F' du cercle donné, et pour grand axe le rayon 
F'G de ce cercle. 


THÉORÈME V. 


La normale en un point quelconque M de l’ellipse divise en 
deux parties égales l’angle des rayons vecteurs de ce point. 

Soient AB la tangente et MN la 
normale au point M de l’ellipse 
FF'M; les angles FMB, F'MA, que la 
tangente AB fait avec les rayons 
vecteurs FM, F'M, du point de con- 
tact M étant égaux (III), leurs com- 
pléments FMN, F'MN, le sont aussi. 
Par conséquent la normale MN divise l’angle FMF' en deux par- 
ties égales. 



PROBLÈME II. 


Mener une tangente à une ellipse par un point M donné sur 
celte courbe. 

Soient F et F' les foyers d’une ellipse; pour tracer la ligne 
droite qui touche celte courbe au point M, je mène les rayons 
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vecteurs FM, F'M, de ce point, et je divise en deux parties égales 
l’angle FMN que l'un de ces rayons, 
par exemple FM, fait avec le prolon- 
gement MN de l’autre F'M. La bissec- 
trice TT' de cet angle est la tangente 
demandée (III). En effet, l’angle FMT 
est égal par construction à l’angle 
NMT et, par suite, à l’angle F'MT', 
puisque les angles NMT, F'MT' sont opposés au sommet. 

PROBLÈME III. 




Mener une tangente à une ellipse par un point P extérieur à 
celte courbe. 

Du foyer F comme cen- 
tre je décris un cercle avec 
un rayon égal au grand 
axe de l’ellipse; je trace 
ensuite du point P comme 
centre avec un rayon égal 
à la distance du point P à 
l’autre foyer F un second 
cercle qui coupe le premier 
aux deux points N et N', parce que le point P est extérieur à 
l’ellipse. En effet> 1° la distance PF' des deux centres est moin- 
dre que la ligne brisée PF-f-FF' et, à fortiori, moindre que 
la somme PF-|-2a des rayons; 2° le point P étant extérieur à 
l’ellipse, la somme PF'-fPF est plus grande que2«(II); par 
conséquent, la distance PF' des centres est plus grande que la 
différence 2a — PF des rayons. Celle conséquence suppose que 
le grand axe 2a n’est pas moindre que la distance PF. Dans le 
cas contraire, on raisonnera de la manière suivante : le côté 
PF' du triangle PFF' est plus grand que la différence PF — FF' 
4es deux autres; il est donc, à fortiori, plus grand que PF— 2a. 

Les points N, N', étant ainsi déterminés, je mène par le point 
P les droites PM, PM', respectivement perpendiculaires à FN et 
FN'; ces droites sont les tangentes demandées (IV, Rem.). Pour 
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avoir leurs points de contact M et M' avec l’ellipse, il suffit de 
tirer les rayons F'N, F'N', du cercle qui a le foyer F' pour cen- 
tre (IV, Rem.). 



CoROLLAiBE. — Lcs deux tangentes PM, PBI', menées à l’ellipse 
par un point extérieur P, font des angles égaux MPF, M-PF', 
avec les droites qui joignent le point P aux fogers F, F'; 2“ ta 
droite FP divise en deux parties égales l’angle MFM' des rayons 
vecteurs menés d'un même foyer F aux deux pointsde tangence. ‘ 

Je prolonge le rayon vecteur F'M 
d’une longueur MN égale à FM et le 
rayon vecteur FM' d’une longueur 
MW égale à F^M'. Je tire ensuite les 
droites PN, PN', et je fais remar- 
quer que les triangles PMF, PMN 
sont égaux parce qu’ils ont un angle 
égal compris entredeux côtés égaux 
chacun à chacun. 11 en résulte que le côté PF est égal au côté 
PN, et que l’angle PFM est égal à l’angle PNM. Je démontrerais 
de même l’égalité des droites PF', PN', et celle des angles 
PF'M', PN'M'. Les triangles PF'N, PFN', ont par suite les côtés 
égaux chacun à chacun, puisque chacune des droites F'N et 
FN' est égale au grand axe de l’ellipse ; ces triangles sont donc 
égaux. J’en conclus, loque l’angle FPN' est égal à l'angle NPF' ; 
en retranchant de chacun de ces angles leur partie commune 
FPF', et divisant par deux les restes égaux F'PN', FPN, je 
trouve que l’angle F'PM' est égal à l’angle FPM; 2» il résulte 
aussi de l’égalité des triangles PF'N, PFN', que les angles PFN', 
PNF', sont égaux; or, PNF' est égal à PF’M ; donc l’angle PFN' 
est aussi égal à PFM, et la droite FP divise l’angle MFM' en deux 
parties égales. 


PROBLÈME IV. 

Mener à une ellipse une tangente parallèle à une droite don- 
née AB. 

Du foyer F' comme centre je décris un cercle avec un rayon 
égal au grand axe de l’ellipse, et de l’autre foyer F j’abaisse 
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sur la droite AB la perpendiculaire FII, qui coupe le cercle F' 

aux deux points N et N', 
puisque le point F est à 
l’intérieur de ce cercle. 
Je mène ensuite la droite 
MH perpendiculaire au mi- 
lieu de FN et la droite M'H' 
perpendiculaire au milieu 
de FN'. Ces droites sont 
tangentes à l’ellipse (IV, 
Rem.) et parallèles à AB. 
Je détermine leurs points 
de contact avec reliipse,en 
tirant les rayons F'N, F'N' du cercle F' (IV, Rem.). 

C0ROLL.41RE. — Les points de contact .M, M' des deux tangentes 
parallèles MH, M'H' sont symétriques par rapport au centre C 
de l’ellipse. 

Les côtés MF, MN du triangle FMN étant égaux (IV), l’an- 
gle MFN est égal à l’angle MNF. Dans le triangle isocèle 
FNN', l’angle F'N'N est aussi égal à l’angle F'NN'; il en ré- 
sulte que les deux angles MFN, F'N'N sont égaux. Or, ils 
sont correspondants par rapport aux droites MF, F'N'; donc 
ces droites sont parallèles. Pour une raison analogue, la droite 
FM' est parallèle à F'M; par conséquent, le quadrilatère 
MFM'F' est un parallélogramme, et ses diagonales MM', 
FF' se divisent mutuellement en deux parties égales. Les 
points M', M, sont donc symétriques par rapport au centre C 
de l’ellipse. 



THÉORÈME VI. 

Le produit des distances FP, F'F, des deux foyers F et F' d’une 
ellipse à une tangente quelconque PP' est constant. 

Sur le grand axe AA' de l’ellipse comme diamètre, je décris 
une circonférence qui passe par les projections P et P' des 


Digilized by Google 



309 


COURBES USUELLES. — Ir. A 1V« LEÇON. 

foyers sur la tangente PF (III, Rem.). Je prolonge ensuite la 

droite P'F' jusqu’au point P', où 
elle rencontre la circonférence, et 
je tire la droite PP". L’angle inscrit 
PP'P" étant droit, la corde PP" est 
un diamètre du cercle ; donc elle 
passe par le centre C , et les trian- 
gles CFP, CF'F', sont égaux, parce 
qu’ils ont un angle opposé au som- 
met compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. J’en 
conclus l’égalité des deux côtés PF, P"F', et, par suite, celle 
des produits PFxP'F', P"F’xP'F'. Or, d’après une pro- 
priété du cercle (P., 23, VI), le dernier de ces produits égale 
A'F' X AF' ; on a donc : 

PF X P'F'= (a— c) (o + c)= a’ — c’=6*. > 

Corollaire. — Si je mène de chaque foyer une parallèle à 
la tangente PP’ jusqu’à la rencontre de la perpendiculaire 
abaissée du centre sur cette tangente, les triangles rectangles 
FCE, F'CG, sont égaux, parce qu’ils ont l’hypoténuse égale et 
un angle aigu égal. Il en résulte, t” que les côtés CG, CE, sont 
égaux ; 2” que la droite F'F est égale à la somme des lignes 
CD, CG, et la droite FP égale à la différence des mêmes lignes. 
Par conséquent on a : 

F'P'xFP=(CD4-CG) (CD-CG)=CD*-CG*. 

De là ce théorème : La différence des cams des distances du 
centre d’une ellipse à une tangente et à sa parallèle menée par 
un foyer est constante. 



THÉORÈME VIL 


Le lieu géométrique des sommets des angles droits circonscrits 
à l'ellipse est une circonférence de cercle, qui a le même centre 
que cette courbe. 

Soit MOM' un angle droit circonscrit à l’ellipse FF'; je trace 
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par le centre G une parallèle à chaque côté dé cet angle, jus- 
qu’à la rencontre de la parallèle 
menée par le foyer F à l’autre côté. 
En appliquant successivement aux 
deux tangentes OM, OM', le théo- 
rème qui précède, j’ai 
CD’— CE*=6*, 
et CG’— CH’rrô’; 
j’ajoute ces égalités membre à membre, et je fais remarquer 
que, les deux quadrilatères CDOG, CEFH, étant rectangles, je 
puis remplacer CD*H-CG’ par CO’, et CE’-)-CH* par CF' ou c‘. 
En faisant cette substitution, je trouve 
CO’— c’=26‘. 



et j’en conclus : 


CO’=c‘-f-2ô’, 


ou 


C0’=a’-f6*. 

Donc la distance du sommet de l’angle MOM' au centre de l’el- 
lipse est constante, et le lieu géométrique de ce point est la 
circonférence décrite du point C comme centre avec un rayon 


égal à / o’ -f b\ ou à la moitié de la diagonale du rectangle 
construit sur les axes 2a, 26, de l’ellipse. 


PROBLÈMES. 


1. Décrire une ellipse dont les foyers et un point sont donnés. 

2. Quel est le lieu géométrique des points également distants 
de deux circonférences dont l’une est intérieure à l’autre ? 

3. Construire une ellipse dont on connaît la longueur des 
axes, un foyer et un point. 

4. Tout diamètre divise l’ellipse en deux parties égales. 

5. Le carré d’un diamèire quelconque de l’ellipse est égal au 
carré du petit axe, augmenté du carré de la différence des 
deux rayons vecteurs qui vont à l’une des extrémités de ce 
diamètre. 

6. Tout diamètre de l’ellipse est plus grand que le petit axe, 
et moindre que le grand axe. 

7. La somme du carré de la droite qui joint un point d’une 
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«llipse à son centre et du produit des deux rayons vecteurs du 
même point est constante. 

8. Construire une ellipse dont les deux foyers et une tan- 
gente sont donnés. 

9. Construire une ellipse dont trois tangentes et un foyer 
sont donnés. 

10. Tracer une ellipse dont on connaît un foyer, deux tan- 
gentes et l’un des deux points de contact. 

11. Tracer une ellipse dont on connaît un foyer, une tan- 
gente et deux points. 

12. Construire une ellipse dont on connaît la longueur du 
grand axe, le centre et deux tangentes. 

13. Construire une ellipse dont un connaît un sommet, un 
foyer et une tangente. 

14. Deux ellipses égales ont leurs grands axes situés sur la 
même ligne droite et sont tangentes. Si Ton fait rouler ITine 
de ces ellipses sur l’autre de manière que leur point de contact 
soit toujours également éloigné des deux sommets par lesquels 
ces courbes se touchaient d’abord, quel est le lieu géométrique 
de chacun des foyers de l’ellipse mobile î 

15. Quels sont les lieux géométriques des sommets des diffé- 
rents trapèzes qu’on peut construire sur une base donnée, avec 
cette double condition que l’autre base ait une longueur donnée 
et que la somme des deux côtés non parallèles soit aussi donnée? 

Quel est le lieu géométrique des points de rencontre des côtés 
non parallèles de ces trapèzes? — Quel est le lieu géométrique 
des intersections de leurs diagonales? 

16. Étant donnés un cercle et un point dans son intérieur, 
si sur chacun des diamètres de ce cercle on décrit une ellipse 
qui ait ce diamètre pour grand axe et qui passe par ce point, 
quel sera le lieu géométrique des foyers de ces ellipses? 

17. Soient MT, MT' deux tangentes menées par le point M 
à une ellipse dont les foyers sont F, F'; si Ton prend sur ces 
tangentes les longueurs MO, MO' respectivement égales aux 
distances MF, MF', la droite OO' sera égale au grand axe de 
l’elliî)se. {Nouvelles Annales, tome ML) 

18. Une droite et un cercle qui se touchent étant donnés, si 
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l’on décrit une ellipse tangente à la droite, et ayant pour foyers 
les extrémités d’un diamètre quelconque du cercle, quel est le 
lieu géométrique des extrémités du petit axe de cette ellipse? 

19. Le carré de la distance du foyer F de l’ellipse à une tan- 
gente et le carré de la moitié du pelit axe sont dans le même 
rapport que les rayons vecteurs FM, F'M du point de contact M 
de la tangente. 

20. Si un angle est circonscrit à une ellipse, la portion d’une 
tangente mobile comprise entre les côtés de cet angle est vue 
de chaque foyer sous un angle constant. 

21 . Le rectangle des segments interceptés par le grand axe 
d’une ellipse et une tangente mobile sur les deux tangentes 
menées aux extrémités du grand axe est constant. 

22. Le lieu du sommet d’un angle droit circonscrit à deux 
ellipses homofocales est un cercle concentrique à ces ellipses. 
(Théorème de M. Chasles.) 

23. Si deux sphères extérieures l’une à l’autre sont inscrites 
dans le même cône, tout plan tangent intérieurement à ces 
sphères coupe la surface du cône suivant une ellipse qui a pour 
foyers les points de contact du plan tangent. 

Démontrer le même théorème pour deux sphères inscrites 
dans un cylindre, et remarquer en outre que le pelit axe de 
l'ellipse est constamment égal au diamètre du cylindre. 

24. Couper un cône ou un cylindre de révolution par un 
plan de manière que la section soit une ellipse égale à une 
ellipse donnée. 

25. Trouver les points de rencontre d’une ligne droite avec 
une ellipse qui n’est pas tracée, et dont on connaît les foyers 
et la longueur du grand axe. 

26. Démontrer que si deux cônes de révolution sont opposés 
au sommet et qu'on inscrive une sphère dans-chacun d’eux, tout 
plan tangent extérieurement à ces sphères coupe les deux 
cônes suivant une hyperbole dont les foyers sont les points de 
contact du plan tangent. (Voir ci-après la définition de Vhy- 
perbok.) 

Remarque. — Comme l’hyperbole est d’un usage aussi fré- 
quent que l’ellipse dans la Géométrie descriptive et dans les 
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arls, je vais exposer ses principales propriétés qui ont la plus 
grande analogie avec celles de l'ellipse malgré la différence 
de forme de ces deux courbes, représentant avec la parabole 
tous les genres de sections planes du cône. 

Propriétés principales de Thyperltole. 

■On appelle hyperbole une courbe plane, telle que la diffé- 
rence des distances de chacun de ses points à deux points fixes 
F et F', situés dans son plan, est constante. 

Les points F, F', sont les foyers de l’hyperbole, et les lignes 
droites MF, MF’, qui joignent au point quelconque M de cette 
courbe à ses foyers sont les rayons vecteurs de ce point. La dis- 
tance FF' se nomme excentricité. 

Deux hyperboles (jui ont les mêmes foyers sont dites homo- 
focales. 

PROBLÈME I. 

Décrire par points, ou d’un mouvement continu, une hyper- 
bole dont les foyers et la différence des rayons vecteurs d'un 

» 

■ point quelconque sont donnés. 

Soient F, F', les foyers de l’hyperbole qu’il s’agit de décrire, 
et OP une ligne droite égale à la dif- 
o férence des rayons vecteurs d’un 
point quelconque de cette courbe. Je 
^ prends sur la ligne droite FF', de 
chaque côté du milieu C de cette ligne 
les longueurs CA, CA', égales à la 
moitié de OP ; les distances FA, FA', sont par suite égales entre 
elles, et les points A, A', appartiennent à l’hyperbole ; car cha- 
cune des différences F' A — FA, FA' — F' A', est égale à AA' ou OP. 
Cela posé, je fais remarquer que le lieu cherché doit être com- 
posé de deux lignes distinctes, l’une contenant les points di» 
lieu plus rapprochés du foyer F que du foyer F', et l’autre con- 
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tenant au contraire les points plus rapprochés du foyer F' que 
du foyer F. 

Pour conslruireda première partie du lied, on marque un 
point quelconque D sur le prolongement FK de la droite FF, 
et l’on décrit des points F, F', comme centres, avec les longueurs 
respectives DA, DA', pour rayons, deux arcs de cercle qui se 
coupent; car la distance FF' des deux centres est plus grande 
que la différence DA'— DA ou AA' des rayons, et moindre que 
' ' leur somme DA+DA' ou FF'+2DF. Les points d’intersection 
M, M', des deux arcs de cercle appartiennent à l’hyperbole, 
puisque la différence de leurs rayons vecteurs DA', DA, est égale 
à AA' ou OP. En faisant varier la position du point D sur la 
droite FK, on obtiendra autant de points de l’hyperbole qu’on 
le voudra; s’ils sont suffisamment rapprochés les uns des au- 
tres, on les réunira par un trait continu et l’on aura un arc 
d’hyperbole MAM'. Comme la distance du point D au point A 
peut croître indéfiniment, on voit que la ligne cherchée- se 
compose de deux branches, partant du point A et s’étendant 
indéfiniment des deux côtés de la droite FF'. 

Ou construira la seconde partie du lieu avec les mêmes 
rayons DA, DA', en prenant le point F pour le centre du plus 
grand des deux cercles et le point F' pour le centre du plus pe- 
tit, et l’on trouvera une seconde ligne NA'N' composée de deux 
branches indéfinies qui partent du point A'. L’ensemble des 
deux lignes MAM', NAN', constitue le lieu géométrique cherché. 

S" Tracé d’un mouvement continu. 


L’hyperbole étant une courbe à branches infinies, il est évi- 



dent qu’on ne peut décrire d’un 
mouvement continu qu’une portion 
très-petite de cette ligne dans le voi- 
sinage de l’un ou de l'autre des 
foyers F, F'. Voici comment on 
opère : on prend une règle GH plus 
grande que la distance focale FF'; 
on attache à l’une de ses extrémités. 


par exemple au point H, un fil d’une longueur HL égale à 
l’excès de GH sur OP, puis on fixe l’extrémité G de la règle au 
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foyer F' et l’extrémité L du fil à l’autre foyer F. On fait tour- 
ner ensuite la règle autour du point F^, en appliquant le fil 
contre elle avec une pointe ou un crayon, de manière qu’il soit 
toujours tendu. La courbe que le crayon décrit pendant ce 
mouvement est un arc d’hyperbole ; car si le crayon se trouve 
au point M pour la position F'II' de la règle, comme on ne 
change pas la différence de ses rayons vecteurs MF', MF, en 
augmentant chacun d’eux de la même longueur MH', on voit 
que cette différence est égale à l’excès constant de la longueur 
MF'-fMH' de la règle sur la longueur MF-j-MH' du fil, c’est-à- 
dire égale à la ligne OP. 

On déclarait de même une portion de l’autre branche en 
fixant l’extrémité G de la règle au foyer F et l’extrémité L du 
fil à l’autre foyer F'. 



THÉORÈME I. 

^{Ârbole a deux axes de symétrie et un centre situé d 
fintersection de ses axes. 



section C des deux axes 


On démontre, comme on l’a fait 
pour l’ellipse, t» que la droite qui 
passe par les foyers F et F' de l’hyper- 
bole est un axe de cette courbe; 2° que 
la perpendiculaire BB', élevée par le 
milieu C de FF' sur cette droite, est 
aussi un axe; 3» que le point d’inter- 
est 1e centre de l’hyperbole. 


Remarque L — L’axe FF' rencontre l’hyperbole en deux 
points A, A', qu’on appelle les sommets de cette courbe; mais 
l’axe BB' ne rencontre pas l’hyperbole. Aussi on donne au pre- 
mier le nom d’axe transverse, et au second celui d’axe non 
transverse. 

Ou désigne ordinairement les longueurs AA' et FF' par 2a 
et 2c. Si on décrit du sommet A comme centre, avec un rayon 
égal à CF ou c, un arc de cerclé qui coupe l’axe non transverse 
aux deux points B, B', et qu’on représente par 26 la longueur 
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BB' de la corde interceptée, les trois quantités a, b, c, satis- 
feront à la relation suivante : 

c’ = a‘-t-6*, 

puisque le triangle ABC est rectangle. Par analogie avec l’el- 
lipse, on appelle les deux quanlilé o et 6 les longueurs des axes 
de l'hyperbole. L’égalité précédente ne diffère de celle qu’on a 
trouvée entre les axes de l’ellipse et la distance de ses foyers, 
savoir ; 

c* = a* — 6*, 

qu’en ce que 6’ est remplacé par — 6’. Celte remarque permet 
de déduire les propriétés de l'hyperbole, correspond£uates à des 
propriétés données de l’ellipse, lorsque ces dernières sont ex- 
primées par des relations entre les axes. 

Si les deux axes a, b, de l’hyperbole sont 
celte courbe est équilatère. 

Remarque II. — Lorsque les longueurs 2e 
l’hyperbole sont données, on peut construire celle courbe par 
points ou d’un mouvement continu. ^ 

On prend sur deux lignes droites rectangulaires,!® partir de 
leur intersection C, les longueurs CA, CA', égalçs à a, t:t les 
longueurs CB, CB', égales à b. Les droites AA',BB*, sont les axes 
de l’hyperbole demandée. Pour en déterminer les foyers, on 
décrit du point C comme centre, avec un rayon égal à la dis- 
tance AB, un arc de cercle qui coupe l’axe transverse aux 
points F et F'. L’hyperbole peut alors être construite d’après 
l’une des deux méthodes précédentes, puisqu'on oonnait ses ' 
foyers et la différence 2a des rayons vecteurs d’un point quel- 
conque de cette courbe. 


égi^xri)|L^t que 


26, desW^^e 


THÉORÈME IL 

Si un point est intérieur ou extérieur à l'hyperbole, la diffé- 
rence de ses distances aux deux foyers est plus grande ou plus 
petite que l'axe transverse. . 

Soit, l» un point N intérieur à l’hyperbole FF', c’est-à-dire 


.0 
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situé dans la partie concave de cette courbe : je tire les lignes 
droites NE, NF', et le rayon vecteur du 
point M, où la ligne droite NF' rencontre 
la branche d’hyperbole sur laquelle se 
trouve le pointN. La ligne droite NF étant 
moindre que la lignebrisée NM+MF, si je* 
retranche chacune d’elles de la ligne 
droite NF', j’aurai 
NF— NF>MP— MF, 

NF'— NF>2a, 
puisque le point M est sur l’hyperbole FF'. 

Je suppose, 2“ le point N' extérieur à l’hyperbole, et plus 
rapproché du foyer F que du foyer F'; je mène les lignes droites 
N'F, N'F'. La première rencontre l’hyperbole au poinlM', dont 
je tire Je rayon vecteur M F'. Comme la ligne droite N'F' est 
moindre que la ligne brisée N'M'+M F', si je retranche de ces 
deux longueurs la ligne N'F, j’aurai 

N'F'— N'F<M'F'— M'F, 
ou N'F'— N'F<2a, 

puisque le point M' appartient à l’hyperbole. 

Corollaire. — Les réciproques des deux parties de ce théo- 
rème sont évidentes ; elles donnent le moyen de distinguer les 
points intérieurs à l’hyperbole des points qui sont extérieurs, 
lorsque cette courbe n’est pas tracée et qu’elle est déterminée 
seulement par scs axes. 


THÉORÈME III. 

La tangente en un point de l'hyperbole divise en deux parties 
égales l’angle des rayons vecteurs de ce 
point. 

Soient F, F', les foyers d’une hyper- 
bole et TT' sa tangente au point M. Pour 
démontrer que les angles FMT, F'MT, 
sont égaux, je mène une sécante quel- 
conque MM’ par le point M et un point 
voisin M', situé sur la même branche ; du foyer F, j’abaisse sur 
AM. 21 
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cette droite la perpendiculaire FG que je prolonge au delà 
de son pied G d'une longueur GH égale 
\ à GF, et je dis 1» que la droite F'H ren- 

* \ contre la sécante MM' en un point N 

situé entre les points M et M'; 2» que les 
^ droites NFjNF', font avec MM' des angles 

/ \ égaux. 

/ \ En effet, les triangles FGN,HGN, qui ont 

un angle droit compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, 
sont égaux, et le côté ^F est égal au côté NH ; je démontrerais 
de même que les droites MF, MH, sont égales. Par conséquent, 
la différence des distances NF', NF, du point N aux deux 
foyers de l’hyperbole est égale à la droite F'H, et la différence 
des rayons vecteurs MF', MF, du point M égale à MF' — ^MH. Or le 
côté F’H du triangle F'MH est plus grand que la différence MF' — 
MH des deux autres côtés; donc 1° la différence NF' — NF est 
plus grande que MF'— MF, ou que l'axe transverse de l’hyper- 
bole ; et le point N se trouve à l’intérieur de cette courbe (II) sur 
la sécante MM' ; 2<* il résulte aussi de l’égalité des triangles FGN, 
HGN, que les angles FNG, F'NG, sont égaux. 

Gela posé, je fais tourner la sécante MM' autour du point M 
jusqu’à ce que le point M' coïncide avec lui ; alors le point N de 
la droite MM' se confond aussi avec M, puisqu’il est toujours 
compris entre les points M et M'. Or, pendant sa rotation, la 
sécante MM' ne cesse pas de diviser en deux parties égales 
l’angle FNF' des deux rayons vecteurs du point N ; donc les 
angles FMT, F'MT, que la position limite de la sécante MM', ou 
la tangente TT', fait avec les rayons vecteurs MF, MF', du point 
de contact M sont égaux. 

THÉORÈME IV. 

Lt. lieu géométrique des projections des foyers d'une hyperbole 
sur scs tangentes est la circonférence décrite sur l'axe transverse 
de cette courbe comme diamètre. 

Soient F et F' les foyers d’une hyperbole ; j’abaisse de l’un 
d'eux, par exemple F, la perpendiculaire FI sur la droite TT', 
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tangente au point M, et je dis que la dislance du pied I de cette 
perpendiculaire au centre G de Uhyperbole est égale à la moitié 
de l’axe transverse AA'. 

Pour le démontrer, je prolonge 
la droite FI jusqu’au point G où elle 
rencontre le rayon vecteur MF'. Les 
triangles rectangles MIF, MIG, sont 
égaux, parce qu’ils ont un côté com- 
mun adjacent à deux angles égaux 
chacun à chacun; car, la droite TT' 
étant tangente au point M de l’hyperbole, l’angle FMI est égal 
à F'MI (111). Il en résulte que le point I est le milieu de la droite 
FG, et que la droite F'G égale F'M — FM ou l’axe transverse 2a. 
Je remarque ensuite que les triangles FCl, FGF', ont un angle 
commun, compris entre deux côtés proportionnels, et. qu’ils 
sont conséquemment semblables; or FC égale la moitié de FF', 
donc Cl égale aussi la moitié de F'G, et le point I se trouve sur 
la circonférence décrite du point G comme centre , avec la 
moitié a de l’axe transverse de l’hyperbole pour rayon. 

Remarque I . — La droite MG étant égale à MF, et la droite F'G 
égale à l’axe transverse 2a de l’hyperbole, si je décris un cercle 
du point F' comme centre avec un rayon égal à 2a, tout point 
M de l’hyperbole est également éloigné de la circonférence de 
ce cercle eide l’autre foyer F. 

De là je conclus que chacun des deux cercles décrits des 
foyers de l’hyperbole comme centres , avec un rayon égal à 
l’axe transverse, peut servir à tracer l’hyperbole par points, 
lorsqu’on connaît ses foyers et la longueur de son axe trans- 
verse. En effet, si l’on décrit le cercle qui a le foyer F' pour 
centre, et qu’on joigne un point quelconque G de sa circonfé- 
rence à l’autre foyer F, la perpendiculaire TT', élevée au mi- 
lieu de la droite FG, coupe le prolongement du rayon F'G en 
un point M qui appartient évidemment à l’hyperbole de- 
mandée^. 

Ce procédé est plus long que le précédent (Probl. I) , mais il 
fait connaître la tangente en chaque point de la courbe ; car la 
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droite TT' est tangente à l’hyperbole. On peut déduire de cette 
nouvelle construction que, si d’un ‘point F pris à l’extérieur 

d'un cercle F'G , on mène des droites 
aux points de sa circonférence, les 
perpendicu laires élevées sur ces lignes 
par leurs milieux toucheront une 
même hyperbole, ayant pour foyers 
le point F et le centre F' du cercle 
donné, et pour axe transverse le 
rayon F'G du cercle. 

Remarque IL — Lorsque la droite FI , tournant autour du 
foyer F, vient se confondre avec la tangente FK menée du 
point F au cercle CA, elle touche aussi le cercle F'G; car les 
rayons F'G, CI, qui sont constamment parallèles, deviennent 
simultanément perpendiculaires à FI. Pendant ce mouvement 
de rotation, l’angle FGM du triangle isocèle MFG tend à deve- 
nir droit, ainsi que son égal GFM ; par suite , le point M, dont 
les rayons vecteurs F'M, FM, s’approchent de plus en plus d’être 
parallèles à sa tangente TT', s’éloigne indéflniment des deux 
foyers F, F', et la tangente TT' tend vers une position-limite 
qui n’est autre que le rayon CK du point de contact de la droite 
FK et du cercle CA. 

On donne le nom d’asymptote à la droite remarquable CK, 
qui touche l’hyperbole au point situé à l'infini sur la partie 
supérieure de la branche AM. On reconnaît facilement, par des 
considérations analogues aux précédentes, que la même droite 
CK touche aussi l’hyperbole au point situé à l’infini sur la par- 
tie inférieure de l’autre branche A'N. Si l’on mène par le point F 
la seconde tangente F'K au cercle CA, et qu’on trace le rayon 
CK' du point de contact, cette droite indéfiniment prolongée 
est aussi une asymptote de l’hyperbole , qu’elle touche aux 
points situés à l’infini sur la partie inférieure de la branche AM 
et sur la partie supérieure de la branche A'N. 

Les deux asymptotes CK, CK', qui font évidemment des angles 
égaux avec l’axe tranverse FF' , sont d’une grande utilité 
pour le tracé des branches de l'hyperbole dont elles déter- 
minent la direction; car elles jouissent de la propriété suivante. 
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que je ne ferai qu’énoncer : La dislance d’un point M d’une 
branche quelconque AM de l’hyperbole à l’a^ymplote correspon- 
dante CK diminue indéfiniment à mesure que le point considéré 
s’éloigne de plus en plus du sommet A de cette branche, en 
se rapprochant du point de contact de l’asymptote. 

Les asymptotes d’une hyperbole équilülère sont rectangu- 
laires.— La réciproque de ce théorème est vraie. 

THÉORÈME V. 

La normale en un point quelconque d’une hyperbole fait des 
angles égaux avec les rayons vecteurs de ce point. 

Démonstration analogue à celle du théorème V de l’ellipse. 

PROBLÈUE II. 

Mener une tangente à une hyperbole par un point M, donné 
sur celle courbe. 

Soient F et F' les foyers d’une 
liyjierbole ; pour tracer la ligne 
droite qui touche cette courbe au 
point M, je tire les rayons vecteurs 
FM, F'M, de ce point, et je divise 
en deux parties égales l'angle 
FMF'. La bissectrice TT' de cet angle est la tangente deman- 
dée (111). 

PROBLÈME III. 

Mener une tangente à une hyperbole par un point P extérieur 
à cette courbe. 

Du foyer F comme centre je décris un 
cercle avec un rayon égal à l’axe trans- 
verse de l’hyperbole ; je trace ensuite du 
point P comme centre, avec un rayon 
égal à la distance du point P à l’autre 
foyer F, un second cercle qui coupe le 
premier aux deux points N et N' , parce 
que le point P est extérieur à l’hyper- 
bole. Pour démontrer celte double intersection, il suffit de 
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prouver que l'une quelconque des trois lignes 2a, PF, PF', qui 
représentent les rayons des deux cercles et la distance de leurs 
centres, est moindre que la somme des 
deux autres et plus grande que leur difl'é- 
rence (P. 14, IV). Or, le côté FF' du 
triangle PFF' est moindre que la somme 
des deux autres PF, PF' j on a donc, à 
fortiori, 

2a<PF+PF'. 

De plus, comme le point P est extérieur à 
l’hyperbole, on a aussi (11) : 

2a>PF — PF', 
ou 2a>PF' — PF, 

selon que le point P est plus près ou plus loin du foyer F' que 
du foyer F ; par conséq'uent les deux cercles se coupent. 

Les points N et N' étant ainsi déterminés, je mène par le 
point P les droites PM, PM', respectivement perpendiculaires à 
FN et FN'; ces droites sont les tangentes demandées (IV, rem.). 
Pour avoir leurs points de contact M et M' avec l’hyperbole, il 
suffit de tirer les rayons F'N, F'N', du cercle qui a le foyer F' 
pour centre (IV, rem.). 

Corollaire. — On démontrerait, comme on l’a fait pour 
l’ellipse (Probl. III, c) : 1» que les tangentes PM, PM', menées à 
l’hyperbole par ttn point extérieur P, font des angles égaux 
avec les droites PF, PF', qui joignent le point P aux deux foyers 
F, F' ; 2» que la droite FP divise en deux parties égales l’angle 
des rayons vecteurs, menés d’un même foyer F aux deux points 
de tangence M, M', ou le supplément de cet angle. 

Remarque . — Si le point P coïncide avec le centre de l’hyper- 
bole, les deux tangentes ne sont autres que les asymptotes. 



-PRORLÈME IV. 

Mener à une hyperbole une tangente parallèle à une droite 
donnée AB. 

Du foyer F' comme centre je décris un cercle avec un rayon 
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égal à l’axe Iransverse de l’hyperbole, et de l’autre' foyer F 
j’abaisse sur AB la perpendiculaire Fl, qui coupe générale- 
ment le cercle en deux points G et G'. 
* Je mène ensuite la droite MT perpen- 
diculaire au milieu de FG et la droite 
M'T' perpendiculaire au milieu deFG' 
Ces droites sont tangentes à l’hyper 
bole (IV, rem.) , et parallèles à AB ; je 
détermine leurs iwints de contact M, M', 
en tirant les rayons F'G, F'G' du cercle F' (IV, rem.). 

Ce problème n’est possible que si la droite Fl , perpendicu- 
laire à AB, ou à sa parallèle MT, se trouve dans l’angle KFK', 
formé par les tangentes menées du foyer F au cercle F'; par 
conséquent, l’angle IFT doit être moindre que l’angle KFF', 
et l’angle ITF, complément de IFT, être par suite plus grand 
que l’angle KF'F, complément de KFF'. Or le rayon F'K est 
parallèle à l’une des asymptotes de l'hyperbole (IV, rem. 2) ; 
donc il faut et il suffit ([ue la droite donnée AB fasse avec l’axe 
transverse FF' un angle aigu plus grand que celui que les 
asymptotes font avec le même axe, pour que le problème soit 
possible; et alors il a toujours deux solutions. 

Corollaire. — On démontrerait, comme on l’a fait pour 
l’ellipse (Prob. V, c), que les points de contact M, M', des deux 
tangentes parallèles MT, Wl',sont symétriques par rapport au 
centre C de l'hyperbole. 



THÉORÈME VI. 

Le produit des distances FP, F'P', des deux foyers F et F' d'une 
hyperbole à une tangente quelconque PF est constant. 

Sur l’axe transverse AA' de l’byperbole comme diamètre, 
je décris une circonférence qui passe par les [irojections P 
et P' des foyers sur la tangente (IV). Soit P' le second point 
d’intersection de cette circonférence et de la droite F'P' ; je tire 
la droite PP". L’angle inscrit PP'P" étant droit, la corde PP" 
est un diamètre du cercle CP ; elle passe donc par le centre C, 


Digllized by Googte 



3Î4 GÉOMÉTRIE. 

et les triangles CFP, CF'F', sont égaux, parce qu’ils ont un 
angle opposé au sommet compris entre deux côtés égaux cha- 
cun à chacun. J’en conclus l’égalité des 
côtés FP,F'P", et, par suite, celle des 
produits FPxF'F, F'F'XFP^ Or, d’a- 
près une propriété du cercle (P. 23, VI), 
le dernier de ces produits est égal à 
F'AxF'A' ; on a donc 

’ PFxF'F=(o-l-a)(c — a) = c'—a*=b*. 

Corollaire. — Si je mène de chaque foyer une parallèle à la 
tangente PF jusqu’à la rencontre de la perpendiculaire tracée 
du centre C sur cette tangente, les triangles rectangles FCE, 
F'CG, sont égaux, parce qu’ils ont l’hypoténuse égale et un 
angle aigu égal. II en résulte aussi 1» que les côtés CG, CE, sont 
égaux ; 2<* que la droite FT' est égale à la somme des lignes 
CD, CG, et la droite FP égale à la différence des mêmes lignes. 
Par conséquent on a : 

FP' X FP =(CG +CD) (GG— CD)=CG*— CD*. 

De là ce théorème : La différence des carrés des distances du 
centre d‘ une hyperbole à une tangente età sa parallèle menée par 
un foyer est constante. 



THÉORÈME VII. 

Le lieu géométrique des sommets des angles droits circonscrits 
à l'hyperbole estune circonférence de cercle, ayant le même centre 
que cette courbe. 

Démonstration analogue à celle du théorème correspondant 
de l’ellipse (Vil). 

Le rayon de la circonférence est égal à / a»^’, de sorte que 
le lieu géométrique demandé n’existe que pour les hyperboles 
dont l’axe transverse 2a est plus grand que l’axe non transverse. 
Ce lieu géométrique se réduit à un point lorsque l’hyperbole 
est équilatère. On peut vérifier facilement ces diverses consé- 
quences sur une figure. 
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Je propose sur l’hyperbole les exercices suivants qui sont 
analogues aux problèmes relatifs à l’ellipse et dont la démon- 
stration se fait de la même manière. 

1. Décrire une hyperbole dont les foyers et un point sont 
donnés. 

2. Quel est le lieu géométrique des points également éloi- 
gnés de deux circonférences dont l’une n’est pas intérieure à 
l’autre? 

3. Construire une hyperbole dont on connaît la longueur 
des axes, un foyer et un point. 

4. Le carré d’un diamètre quelconque de l’hyperbole est 
égal au carré de la somme des rayons vecteurs menés à l’une 
des extrémités de ce diamètre, diminué du carré de l’axe non 
transverse. 

ri. La différence du carré de la distance d’uu point de l’hy- 
perbole à son centre et du produit des deux rayons vecteurs 
de ce point est constante. 

6. Construire une hyperbole dont les deux foyers et une 
tangente sont donnés. 

7. Construire une hyperbole dont trois tangentes et un foyer 
sont donnés. 

8. Tracer une hyperbole dont on connaît un foyer, deux 
tangentes et l’un des points de contact. 

9. Tracer une hyperbole dont on connaît un foyer, une tan- 
gente et deux points. 

tO. Construire une hyperbole dont on connaît la longueur 
de l’axe transverse, le centre et deux tangentes. 

11. Construire une hyperbole dont on connaît un sommet, 
un foyer et une tangente. 

12. Deux hyperboles égales ont leurs axes transverses situés 
' sur la même ligne droite et sont tangentes. Si l’on fait rouler 

l’une de ces hyperboles sur l’autre de manière que leur point 
de contact soit toujours également éloigné des deux sommets 
par lesquels ces courbes se touchaient d’abord, quel sera 
le lieu géométrique de chacun des foyers de l’hyperbole mo- 
bile? 

13. Quels sont les lieux géométriques des sommets des dif- 
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férents trapèzes qu’on peut construire sur une base donnée, 
avec cette double condition que l’autre base ait une longueur 
donnée et que la différence des deux côtés non parallèles soit 
aussi donnée? 

Quel est le lieu géométrique des points de rencontre des 
côtés non parallèles de ces trapèzes? — Quel est le lieu géomé- 
trique des intersections de leurs diagonales? 

14. Étant donnés un cercle et un point extérieur, si sur cha- 
cun des diamètres de ce cercle on décrit une hyperbole ayant 
ce diamètre pour axe trausverse et passant par le point donné, 
quel sera le lieu géométrique des foyers de ces hyperboles? 

13. Soient MT, MT', deux tangentes menées par le point Mà 
une hyperbole dont les foyers sont F et F'; si on prend sur ces 
tangentes les longueurs MO, MO', respectivement égales aux 
distances MF, MF', la droite 00' sera égale à l’axe transverse de 
l’hyperbole? 

16. Le carré de la distance du foyer F de l’hyperbole à une 
tangente et le carré de la moitié de l’axe transverse sont dans 
le même rapport que les rayons vecteurs FM, F'M, du point de 
contact M de la tangente. 

17. Si un angle est circonscrit à une hyperbole, la portion 
d’une tangente mobile comprise entre les côtés de cet angle 
est vue de chaque foyer sous un angle constant. 

18. Le rectangle des segments interceptés par l’axe transverse 
d’une hyperbole et une tangente mobile, sur les deux tangentes 
menées aux sommets de cette courbe est constant. 

19. Le lieu géométrique des sommets des angles droits cir- 
conscrits à deux hyperboles homofocales est une circonférence 
concentrique à ces hyperboles. 

20. Le lieu géométrique des sommets des angles droits cir- 
conscrits à une ellipse et à une hyperbole homofocales est une 
circonférence concentrique à ces deux courbes. 

21. Une ellipse et une hyperbole homofocales se coupent 
sous des angles droits. 

22. Construire les }x>ints de rencontre d’une ligne droite et 
d’une hyperbole dont on ne connaît que les foyers et l’axe 
transverse. 
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Toute droite parallèle à l’une des asymptotes ne rencontre 
l’hyperbole qu’en un point. 

23. Construire une hyperbole dont on connaît un foyer, 
une asymptote et la longueur de l’axe transverse. 

24. Construire une hyperbole dont une asymptote, une tan- 
gente et un foyer sont donnés. 

23. Démontrer que le quadrilatère, formé par les rayons 
vecteurs des deux points dans lesquels une tangente quelcon- 
que à l’hyperbole rencontre les asymptotes de cette courbe, 
est inscriptible. 
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CINQUIÈME ET SIXIÈME LEÇON. 

PioGRAHME ; DéGiiilion de la parabole par la propriété du foyer et de la 
directrice. — Tracé de la courbe par points et d'un mouvement continu. 
— Axe. — Sommet. — Rayon vecteur. — La tangente fait des angles égaux 
avec la parallèle à l’axe et le rayon vecteur, menés par le point de con- 
tact. — Mener la tangente à la parabole, 1” par un point pris sur la courbe; 
2« par un point extérieur. — Normale. — Sous-normale. — Le carré de 
la corde perpendiculaire h l'axe est proportionnel à la distance de cette 
corde au sommet. 


DÉFINITIONS. 

La parabole est une courbe plane dont chacun des points 
est également éloigné d’un point ûxe et d’une droite fixe, situés 
dans son plan. — Le point fixe se nomme foyer, et la droite fixe, 
directrice. 

On appelle rayon vecteur d’un point de la parabole la droite 
qui joint ce point au foyer. 

PROBLÈME I. 

Décrire par points, ou d'un mouvement continu, une parabole 
dont la directrice et le foyer sont don- 
nés. 

I O Tracé par points. Soient DH la 
directrice et F le foyer de la para- 
bole qu’il s’agit de construire par 
points ; j’abaisse du foyer la perpen- 
diculaire FD sur la directrice, et je 
fais remarquer que le milieu Â de la 
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droite DF est le seul point de celte ligne également éloigné du 
foyer et de la directrice; il appartient donc à la parabole, 
et la droite DF n’a pas d’autre point commun avec cette 
courbe. 


Pour déterminer un autre point de la parabole, je prends 
sur la droite DF une longueur quelconque DP plus grande 
que DA, et j’élève par le point P la perpendiculaire MJF sur 
la droite DF. Je décris ensuite du foyer comme centre, avec 
un rayon égal à DP, un arc de cercle qui coupe la droite MM' 
aux deux points M et M', car la distance FP de cette droite 
au centre F est moindre que DP, c’est-à-dire moindre que le 
rayon du cercle ; chacun des points M, M', appartient à la para- 
bole. En effet, la perpendiculaire MH menée du point M sur 
la directrice est égale à DP ou à MF; par conséquent, le point 
M est. également distant de la directrice et du foyer; il en est 
de même du point M'. Cela posé, en faisant varier la grandeur 
de DP et, par suite, la position de la sécante MM', je détermine 
autant de points de la parabole que je veux; je les unis en- 
suite par un trait continu qui représente d’autant mieux la 
parabole que ces points sont plus nombreux. 

Il résulte de cette construction que la parabole est composée 
de deux branches AM, AM', qui parlent du point A, et vont en 
s’éloignant indéfiniment du foyer et de la directrice; car la dis- 
tance DP de la directrice et de sa parallèle MM' peut croître, à 
partir de DA, au delà de toute limite, sans que le cercle décrit 



du pointF comme centre avec le rayon 
DP cesse de couper la droite MM'. 

Remarque . — Au lieu de déterminer 
les points de la parabole en coupant 
celle courbe par des parallèles à la 
directrice, on peut employer aussi des 
perpendiculaires à cette droite. En 
effet, si je mène d’un point quelcon- 
que H de la directrice la perpendicu- 


laire HC sur cette ligne, et que je tire ensuite la droite HF, la 


perpendiculaire TT' élevée au milieu de la droite HF rencon- 


tre la droite HCen un point M situé sur la parabole; car les 
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dislances^MF et MH sont égales. Il résulte de cette construction 
que la parabole n’est coupée qu’en un seul poinlpar une perpen- 

2“ Tracé d'un mouvement 
continu. La parabole ayant deux 
branches infinies, il est évident 
qu’on ne peut décrire d’un mou- 
vement continu qu’une por- 
tion très-petite de cette courbe, 
dans le voisinage de son foyer. 
Voici comment on opère : on 
place le bord d’une règle sur 
la directrice DE, et l’on applique 
contre celte règle le plus petit 
côté UK de l’angle droit d’une 
équerre GHK; on prend ensuite 
un fil dont la longueur soit égale 
à l’autre côté GH de l’angle 
droit, puis on attache l’une de ses extrémités au sommet G de 
l’équerre et l’autre au foyer F de la parabole. On fait alors 
glisser l’équerre le long de la règle, en appliquant contre l’é- 
querre, avec une pointe ou un crayon, le fil qu’on tient tou- 
jours tendu. L’arc de courbe que la pointe décrit de celte ma- 
nière est un arc de parabole. En effet, la longueur GM -f- MF du 
fil étant égale par hypothèse au côté GH ou GM-fMH de l’é- 
querre, la distance MF est constamment égale à la distance MH, 
de sorte que le point M est également éloigné de la directrice 
et du foyer. 

Après avoir tracé la branche AM par ce mode de construc- 
tion, il faut retourner l’équerre et recommencer l’application 
du même procédé pour décrire la branche inférieure. 

Corollaire. — La parabole apour axe de symétrie la perpen- 
diculaire menée de son foyer sur sa directrice. 

En effet, considérons deux points quelconques M, M^, de la 
parabole, déterminés par l’intersection de la droite MM' 
parallèle à sa directrice, et du cercle qui a le foyer F pour 


diculaire à la directrice. 
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centre et la droite DP pour rayon. La 
perpendiculaire FP menée du centre 
de ce cercle sur la corde MM' divise 
celle corde en deux parties égales 
(P. 12, 1) ; donc les points M elM^ sont 
symétriques par rapport à la droite 
DF, et celte droite est un axe de sy- 
métrie de la parabole. 

Le point A où cet axe coupe la para- 
bole est le sommet de cette courbe. On appelle paramètre de 
la parabole la droite FD qui mesure la distance du foyer à la 
directrice. Cette droite seule détermine la parabole. 



THÉORÈME I. 


Les points extérieurs à la parabole sont moins éloignés de la 
directrice que du foyer; les points intérieurs sont m contràke 
plus éloignés de la directrice que du foyer. 

1» Soit N un point extérieur à la parabole; je mène, par 
ce point et parallèlement à l’axe, la 
droite NQ qui coupe la courbe au 
point M et la directrice au point Q; je 
lire ensuite les droites FM et FN. Le 
ra y on vecteur MF, ou la droi te MN-f-NQ , 
qui lui est égale parce que le point M 
appartient à la parabole, est moindre 
que la ligne brisée MN-fNF; il faut 
donc qu’on ait 
NQ<NF. 

2° Soit N' un point intérieur; je mène la droite N'Q paral- 
lèle à Taxe. Cette droite rencontre la directrice au point Q et 
la parabole au point M dont je trace le rayon vecteur FM. La 
ligne brisée N'M-f-MF est plus grande que la droite N'F; or les 
droites MF, MQ, sont égales, parce que le point M est sur la pa- 
rabole; on a donc 

N'M-t-MQ>NT, 

ou N'Q > N'F. 
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THÉORÈME II. 

La parabole peut être considérée comme la limite vers laquelle 
tend une ellipse dont l'un des foyers s'éloigne indéfiniment de 
l'autre, supposé fixe avec le sommet voisin. 

Soient F et F* les foyers d’une 
ellipse dont le grand axe est AA' ; 
du point F' comme centre je dé- 
cris un cercle avec un rayon 
F'E égal à AA', et Je suppose 
que, les points A, F, restant fixes, 
le foyer F' s’éloigne indéfini- 
ment de l’autre foyerF. L’ellipse 
se change alors en une courbe 
ouverte G AH, ayant deux bran- 
ches infinies AG, AH, et le cer- 
cle FE se confond avec sa tangente DIF au point E, où il 
coupe la droite AF ; car la distance AE est égale à AF et, par 
suite, constante. Or, quelle que soit la position du point F', . 
tout point M de l’ellipse est également distant du point F et du 
cercle F'E (Courbes usuelles, 1, 111, c); par conséquent, chaque 
point M' de la courbe GAH, limite de l’ellipse, est aussi égale- 
ment distant du point F et de la droite DD', limite du cercle 
F'E. La courbe G.\U est donc une parabole. 

Gorollaire. — Le théorème précédent sert à déduire les pro- 
priétés de la paral)ole des propriétés déjà connues de l’ellipse. 

Si ces dernières dépendent explicitement des axes a, 6, de l’el- 
lipse et de l’excentricité c, on désigne par p le paramètre EF 
de la parabole, et l’on a : 

et b^=a*—c*=pÇc + ^- 

En remplaçant dans la relation donnée les quantités o, b, par 



Digitized by 



COURBES USUELLES.— V' ET VI* LEÇON. 33;j 

les valeurs qui précèdent, et supposant ensuite c= oc , on trou- 
vera la propriété correspondante de la parabole. 

Remarque. — On démontrerait de meme que la parabole 
peut aussi être considérée comme la limite vers laquelle tend une 
hyperbole dont l’un des foyers s’éloigne indéfiniment de Vautre, 
supposé fixe avec le sommet voisin. 


THÉORÈME 111. 

La tangente à la parabole fait des angles égaux avec la pa- 
rallèle à l’axe et le rayon vecteur, menés par le point de con- 
tact. 

Ce théorème est une conséquence évidente de ce que la para- 
bole (voir la figure précédente) est la limite d’une ellipse dont 
le foyer F' s’éloigne indéfiniment de l’autre foyer F, supposé 
fixe avec le sommet voisin A ; car 1e rayon vecteur MF' d’un 
point quelconque M de l’ellipse tend à devenir parallèle à l’axe 
AF. Néanmoins je vais donner la démonstration directe de ce 
théorème. . . 

Soient F le foyer et DIV la di- 
rectrice d’une parabole ; je di» 
que la droite MT qui la touche 
au point M fait des angles égaux 
avec le rayon vecteur MF et la 
droite MG, menée parallèlement 
à l’axe par le point M. Pour le 
démontrer, je tire du point M 
une sécante quelconque M.M', 
<|ui rencontre la directrice au 
point E, et je fais remarquer 
que la droite EF divise en deux parties égales l’angle MFN ex- 
térieur au triangle FMML En effet, des points M et M' je lire les 
droites MC, M'C', perpendiculaires à la directrice, et j’ai : 

O _ MC 
ËM'“M'C'* 

AU. 32 
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Or, les droites MC, MF, sont égales, ainsi que les droites M'C', 

M'F, puisque les points M et sont 
situés sur la parabole; donc 
EM MF . 

EM' ~ M'F ’ 

ce qui exige que la droite EF soit la 
bissectrice de l’angle MFN extérieur 
au triangle MFM' (P. 20, IV). 

-Je suppose maintenant que le 
point M' se rapproche indéfiniment 
du point M, l’angle MFN augmente et a pour limite deux 
angles droits ; par conséquent, la bissectrice de cet angle tend 
à devenir perpendiculaire au rayon vecteur FM. De là je con- 
clus que la tangente MT et la perpendiculaire FE', menée par 
le foyer F sur le rayon FM du point de contact, rencontrent la 
directrice au même point E'. Les triangles rectangles MFE', 
MCE' ont dès lors l’hypoténuse ME' commune et les côtés MC, 
MF égaux l’un à l’autre ; donc ils sont égaux et l’angle E'MF est 
égal à l’angle E'MC, ou à son opposé au sommet TMG. 

Corollaire I. — Le point de contact M de la tangente MT et 
le point H où cette droite coupe l'axe de la parabole sont égale- 
ment éloignés du foyer. 

En effet, l’angle FMI! est égal à l’angle GMT, puisque la 
droite MT est tangente à la parabole. Or, les angles GMT^ 
FHM sont égaux comme correspondants; donc l’angle FMH 
est égal à l’angle FHM, et le côté FH du triangle FMH égal au 
côté FM. 

Corollaire H. — La tangente au sommet de la parabole est 
perpendiculaire à l'axe. 



THÉORÈME IV. 

Le lieu géométrique des projections du foyer d’une parabole 
sur ses tangentes est la tangente au sommet. 
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Ce théorème résulte évidemment de 
ce que la parabole est la limite d’une 
ellipse dont l’un des foyers s’éloigne 
indéfiniment de l’autre, supposé fixe 
avec le sommet voisin (l, III). Voici 
la démonstration directe de ce théo- 
rème : 

Soit MT une tangente quelconque à 
la parabole; je mène par le point de 
contact M une parallèle à l’axe, et je la prolonge jusqu’au point 
H où elle rencontre la directrice. La tangente MT divise en deux 
parties égales l’angle FMH; par conséquent elle est perpendi- 
culaire au milieu I de la base FH du triangle i.socèle MFH, et le 
point I est la projection du foyer F sur la droite MT. Or la tan- 
gente au sommet A de la parabole est parallèle à la directrice 
DH, et divise la droite FD en deux parties égaler; donc elle 
divise aussi la droite FH en deux parties égales , c’est-à-dire 
qu’elle passe par le point I. 

Remarque. — Si l’on projette sur l’axe de la parabole la par- 
tie MO de la tangente, comprise entre l’axe et le point de con- 
tact, la projection PO se nomme sous-tangente. 

Corollaire. — Le sommet A de la parabole divise en deux 
parties égales la sous-tangenle OP. 

En effet, la perpendiculaire FI, abaissée du sommet F du 
triangle isocèle OFM (III, c) sur la base OM, divise cette droite 
en deux parties égales ; donc le point I est le milieu de OM. L;i 
droite Al qui est parallèle à MP passe dès lors par le milieu de 
OP, et le sommet A divise la sous-tangente OP en deux parties 
égales. 

PROBLÈME II. 

Mener une tangente à la parabole par un point M pris sur 
cette courbe. 

On peut résoudre ce problème de deux manières diffé- 
rentes : 
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1“ Je mène par le point M la droite 
MH parallèle à l’axe jusqu’à la ren- 
contre de la directrice en H, et je di- 
vise l’angle FMH en deux parties éga- 
les. La bissectrice MO est la tangente 
demandée (III). 

2° Je prends sur l’axe, à partir du 
foyer F et dans le sens FA, la longueur 
FO égale au rayon vecteur FM du 
point de contact, et je tire la droite MO. Cette ligne est tan- 
gente à la parabole, puisqu’elle fait des angles égaux avec l’axe 
et le rayon vecteur du point de contact (III, c). 

Cette seconde construction est plus simple que la première. 



PROBLÈME III. 

Mener une tangente à la parabole par un point P extérieur 
à cette courbe. 

Je décris du point P comme centre, 
avec un rayon égal à la distance PF de 
ce point au foyer F de la parabole, un 
cercle qui coupe la directrice en deux 
points N et N'; car le point P, extérieur 
à la parabole, est plus éloigné du foyer 
que de la directrice (I). Je tire ensuite 
les droites FN, FN', et j’abaisse du point 
P les perpendiculaires PM, PM', sur ces 
droites. 

Les lignes PM, PM', sont tangentes à la parabole (IV). Pour 
avoir leurs points de contact M, M', je mène des parallèles à 
l’axe par les points N, N', jusqu’à la rencontre de PM et PM'. 

Remarque. — On peut mener par un point extérieur à la 
parabole deux tangentes à celte courbe. 

Corollaire. — Si d’un point P extérieur à la parabole on 
mène deux tangentes à cette courbe, 1° cei tangentes font des 
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angles égaux avec la droite PF et la parallèle à Vaxe, menée 
par le point P; 2° la droite PF divise en deux parties égales 
l’angle formé par les rayons vecteurs des deux points de contact. 

C’est une conséquence évidente de la propriété correspon- 
dante de l’ellipse (1, III. c). La démonstration directe de cette 
propriété n’offre aucune difficulté. 

» 

PROBLÈME IV. 

Mener à la parabole une tangente parallèle à une droite donnée. 

J’abaisse du foyer la perpendiculaire 
FH sur la droite donnée, et je la pro- 
longejusqu’à la rencontre de la direc" 
trice en H, puis j’élève la perpendicu- 
laire TT' au milieu de la droite FH. 
« Cette f)erpeudiculaire est tangente à 
la parabole {V) ; j’obtiens son point de 
contact M en menant par le point H 
la droite HC parallèle à l’axe. 

Remarque. — On ne peut mener à la parabole qu’une tan- 
gente parallèle à une droite donnée. 



THÉORÈME V. 


II. 


La normale en un point donné M d’une parabole divise en 
deux parties égales l’angle que for- 
ment la parallèle à l’axe et le rayon 
vecteur, menés par ce point. 

. Je mène par le point M la tangente 
MT et la droite MN perpendiculaire à 
celte tangente. Les angles FMO, KMT, 
que la droite MT fait avec le rayon 
vecteur FM et la droite MK parallèle 
à l’axe, étant égaux, leurs complé- 

^ _ mentsFMN,KMN,le sont aussi; donc 

la normale MN divise l'angle FMK en deux parties égales. 


■ 
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Remarque. — Si l’on projette sur l’axe de la parabole la por- 
tion MN de la normale, comprise 
entre l’axe et la courbe, la projec- 
tion PN se nomme sous-normale. 

CoRoiLAiBE 1. — Dans la parabole, 
la sous-normale PN est constante et 
égale au paramètre FD. 

Je prolonge la droite KM jusqu’au 
])oint H où elle coupe la directrice, 
et je tire la droite FH. Les deux tri> 
angles rectangles MNP, FDH, sont 
égaux, parce qu’ils ont deux côtés 
égaux chacun à chacun ; en effet, les côtés MP, HD, sont paral- 
lèles et compris entre les droites parallèles DF et HM; il en est 
de même des hypoténuses MN, FH, qui sont l’une et l’aulre 
perpendiculaires à la tangente MT et, dès lors, parallèles. Par 
conséquent, les deux autres côtés PN et FD sont égaux, c’est-à- 
dire que la sous-normale PN est égale au paramètre FD de la 
parabole. 

Corollaire II. — Le carré d’une corde MM' perpendiculaire 
à l’axe de la parabole est proportionnel à la distance AP de 
cette corde au sommet A. 

On a MM'*=4MP*, puisque le point P est le milieu de MM'; 
or, le triangle MNO étant rectangle, la perpendiculaire MP 
abaissée du sommet M de l’angle droit sur l’hypoténuse est 
moyenne proportionnelle entre les deux segments PN, PO, de 
ce côté (P., 23, 1), c’est-à-dire entre la sous-normale PN qui 
égale le paramètre p de la parabole (V, c) et la sous-tangente 
PO qui est le double de la distance AP du sommet à la corde 
MM' (IV, c). On a dès lors 


MM'*=8pxAP; 


MM'* 


le rapport — rp- égale par suite 8p; il est donc constant. 
AP 


THÉORÈME VI. 


Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la para- 
bole est la directrice. 
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Ce théorème est une conséquence du théorème correspon- 
dant de Tellipse (1, VI). 

Il est d’abord évident que le cercle concentrique à l’ellipse 
et décrit avec le rayon 1/ a* + 6* se change en une droite per- 
pendiculaire à l'axe focal, lorsque l’un des foyers de l’ellipse 
s’éloigne indéfiniment de l’autre, supposé fixe avec le sommet 
voisin. Je remarque ensuite que la distance du foyer fixe à 
cette droite est la limite vers laquelle tend la distance 

6 ’ — c du même foyer à ta circonférence concentrique à 
l'ellipse, lorsqu’on suppose c=oe et les lignes a, b, c, liées par 
les relations (II, c) : 

a=c+l, b^ = p(c + Ÿ)' 

dans lesquelles p désigne la distance du foyer et du sommet 
fixes. 

On a successivement : 

c l/a«4-6*+c 

et, par suite, 

l/a*+ ê‘_c = 

Or, en supposant c=oo, et remarquant qu’il résulte des va- 
leurs précédentes de a et 6 que 

limüe (^2^ = 1, limile —p , limile = 0, 
on trouve : 

■ 2w 

limite (l/a*-|- 6* — c) = ^ ^ ^ =p. 

Donc le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la 
parabole est la directrice. 

Remarque. — La démonstration directe de cette proposition 
n’offre aucune difficulté ; elle conduit à ces deux conséquences 
remarquables : 1° La droite qui joint les points de contact des 
côtés de chaque angle droit passe par le foyer ; 2° cette droite est 
perpendiculaire à celle qui joint le foyer au sommet de l’angle. 
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PROBLÈMES. 

» . ^ _ 

1. Conslruirü une parabole dont on connaît la directrice et 
deux- points, ou le foyer et deux points. 

2. Quel est le lieu géométrique des foyers des paraboles qui ' 
ont la même directrice et un point commun? 

3. Quel est le lieu géométrique des points également distants 
, d’une droite et d’une circonférence de cercle? 

4. Quel est le lieu géométriciue des foyers des paraboles qui 
ont la même directrice et une tangente commune? — Trouver 
le lieu géométrique des sommets des mêmes paraboles. , 

5. Construire une parabole dont on connaît la directrice et 
deux tangentes, ou le foyer et deux tangentes. 

6. Tracer une parabole dont on connaît la tangente au som- 
met et deux autres tangentes. 

7. Quel est le lieu des foyers des paraboles qui ont trois tan- 
gentes communes? 

8. Décrire une parabole qui touche quatre droites données. 

9. Trouver les points de rencontre d’une droite et d’une pa-' 
rabole donnée par son foyer et sa directrice. 

10. La droite qui divise en deux parties égales le supplément 
de l’angle des rayons vecteurs de deux points M et M' d’une 
parabole coupe la directrice au même point que la sécante 
M.M'. 

11. La tangente en un point de la parabole et la perpendi- 
culaire menée par le foyer sur le rayon vecteur du point de 
contact se rencontrent sur la directrice. 

12. Décrire une parabole dont on connaît un point, une tan- 
gente et le foyer ou ladirectrice. — Cas particulier dans lequel 
le point donné est sur la tangente. 

13- Les carrés des perpendiculaires menées du foyer sur 
deux tangentes à la parabole sont proportionnels aux rayons 
vecteurs des deux points de contact. 

14. Inscrire un cercle dans un segment de parabole, déter- 
miné par une corde perpendiculaire à Taxe. 

,15. Quel est le lieu géométrique des points tels que la somme 
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ou la différence des distances de chacun d’eux à un point et à 
une droite fixes soit constante? 

16. Si par le foyer d’une parabole on mèneane perpendi- 
culaire à son axe, et que l’on prenne, à partir du foyer, sur 
cette perpendiculaire, deux longueurs égales, le trapèze formé 
en abaissant de leurs extrémités des perpendiculaires sur les 
tangentes est constant. {Annales, 1853.) 

'17. Si des différents points N d’une tangente CM à une para- 
bole on mène deux droites, l’une NF au foyer F, l’autre NB 
tangente, l’angle FNB de ces deux droites est constant. {Anna- 
les, 1843.) 

18. Si des différents points K d’une corde de contact de deux 
tangentes AC, AB à une parabole, on mène deux parallèles 
KD, KE aux deux tangentes, il en résulte un parallélogramme ' 
dont la diagonale DEest tangente à la parabole. (Anna/cs, 1843.) 

19. La distance du foyer d’une parabole au sommet d’un 
angle circonscrit à cette courbe est moyenne proportionnelle 
entre les rayons vecteurs des points de contact des côtés de 
cet angle. 

20. Si un angle est circonscrit à une parabole, une tangenle 
mobile coupe les deux côtés de cet angle en deux poinis tels 
que le [iroduit de leurs distances au foyer de la parabole est 
directement proportionnel à la distance du foyer au point de 
contact de la tangente mobile. 

2t. Lorsqu’un quadrilatère est circonscrit à une parabole, 
le produit des distances du foyer à deux sommets opposés du 
quadrilatère est égal au produit des distances du foyer aux 
deux autres sommets. 

22. Étant donnes sur un plan deux i>oinls fixes A, B et un 
système de paraboles ayant le même foyer F, si l’on mène par 
les points A et B quatre tangentes à l’une de ces paraboles, le 
produit des rayons vecteurs des quatre points de contact est 
constant, quelle que soit la parabole que l’on considère. 

23. Si deux points d’une parabole sont en ligne droite avec 
le foyer de cette courbe, le produit de leurs distances à la di- 
rectrice est dans un rapport constant avec la longueur de la 
droite qui joint ces deux points. 
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24. Des extrémilés M et M' d’une corde passant par le foyer 
F d’une parabole, on abaisse les perpendiculaires MP, M'F, sur 
une droite flxe, située dans le plan de la parabole, et l’on 

propose de démontrer que la somme est constante. 

Mr M'r' 

25. Si une sphère est inscrite dans un cône, tout plan tan- 
gent à cette sphère, et parallèle à une seule génératrice du 
cône, coupe la surface conique suivant une parabole. Cette 
courbe a pour foyer le point de contact du plan tangent, et pour 
directrice l’intersection du plan tangent et du plan de la cir- 
conférence suivant laquelle le cône touche la sphère. 

26. La perspective d’un cercle sur un plan non parallèle à 
celui du cercle est une ellipse, ou une hyperbole, ou bien une 
parabole. — On démontrera ce théorème en supposant l’œil 
placé en un point de la perpendiculaire élevée par le centre 
du cercle sur son plan. 
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Procrauxe : Détiiûtion de l’hélice, considérée comme résultant de l'enrou- 
lenienl du plan d'un triangle rectangle sur un cylindre droit i base cir- 
culaire. — La tangente à l'hélice fait avec l'aréte du cylindre un angle 
constant. — Construire la projection de l’hélice et de la tangente sur un 
plan perpendiculaire à la base du cylindre. 


DÉFINITIONS, 

\ . On appelle surface développable, toute surface qu’on peut 
étendre sur un plan sans déchirure ni duplicature. 

Une surface engendrée par le mouvement d’une ligne droite 
est développable, si deux positions consécutives quelconques de 
cette génératrice rectiligne sontcompriscs dans un même plan. 
Telles sont les surfaces cylindriques et les surfaces coniques. 

Si l’on pose un cylindre 
droit à bases circulaires 
sur un plan, de manière 
qu’il le touche par sa sur- 
face convexe, il est évi- 
dent qu’après avoir fendu 
cette surface suivant une 
position de sa génératrice 
rectiligne, et l’avoir déta- 
chée des deux bases du cylindre, on peut l’étendre sur le plan 
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de sorte qu’elle prenne la forme dîun rectangle, ayant pour 
base une droite égale à la circonférence de la base du cylindre 
et pour hauteur la hauteur même de ce corps. On énonce ordi- 
nairement ce fait de la manière suivante : Le développement 
de la surface convexe d'un cylindre droit sur un pian est un 
rectangle qui a pour dimensions la hauteur du cylindre et la 
longueur de la circonférence de sa base. 

2. On démontre dans le cours supérieur de mathématiques, 
et j’admettrai comme évident que les tangentes menées par un 
point d'une surface courbe à toutes les lignes quon peut tracer 
par ce point sur cette surface sont comprises dans un même 
plan. Ce plan s’appelle plan tangent. 

Il résulte de cette définition que, pour mener un plan tan- 
gent à une surface en un point donné M, il suffit de mener les 
tangentes à deux lignes tracées par ce point sur la surface, et 
de faire passer un plan par ces deux tangentes. — Si la surface 
peut être engendrée par le mouvement d’une ligne droite, 
comme le cylindre et le cône, le plan tangent en un point 
quelconque de cette surface contient la génératrice rectiligne 
qui passe par ce point; car cette ligne est elle-même sa tangente. 

3. Soit ADQP le rectangle qu’on obtient en développant sur 

un plan la surface con- 
vexe du cylindre droit 
ABCD à base circulaire. 

Si l’on divise sa hauteur 
AD en parties égales AE, 
EF,... et, qu’après avoir 
pris sur le côté opposé PQ 
une longueur PR égale 
àAE, etliréladroite.VR, 

ainsi que ses parallèles ES, FQ,... on enroule le rectangle ADQP 
sur le cylindre; les droites AR, ES, FQ, traceront sur la surface 
convexe du cylindre une courbe continue qu’on appelle hélice. 
Cette courbe est continue, car l’arc formé par la droite AR - 
, vient aboutir au point E, où commence celui que forme la 
droite ES, et ainsi de suite. 

Chacun des arcs AR, ES,... de l’hélice, qui ont leurs extré- 
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mités sur la même génératrice AD de la surface cylindrique et 
font le tour entier du cylindre, se nomme spire. On appelle 
pas de l’hélice la portion constante ÀE de la génératrice AD, 
comprise entre les extrémités d’une spire. La longueur de la 
circonférence de la base du cylindre, la longueur d’une S|»ire 
de l’hélice tracée sur ce cylindre et le pas de cette hélice sont 
les trois côtés du triangle rectangle APR, dont l’enroulement 
sur le cylindre produit la spire AR. La connaissance de deux 
des éléments de ce triangle rectangle suffit donc à la déter- 
mination de l’hélice. 

Il est important de remarquer que la droite AR et ses paral- 
lèles ES, FQ, font le même angle avec toutes les génératrices 
de la surface du cylindre ; cet angle n’est autre que ARP. 


THÉORÈME I. 


Jj’ plan, tangent à une surface cylindrique ou conique en un 
point donné M, est aussi tangent à cette surface en tout autre 
point N de la génératrice rectiligne MN qui passe par le point M. 

Pour démontrer ce théorème,' je trace par les points M et N 
sur la surface proposée, cylindrique ou 
, conique, deux lignes quelconques MA, 
NB, et leurs tangentes MS, NT. Jejconsi- 
dère ensuite une seconde position M'N' 
de la génératrice rectiligne, dans la- 
quelle cette droite rencontre les courbes 
MA, NB, aux points M', N', et je fais re- 
marquer que les droites M'N', MN, sont 
parallèles ou concourantes, selon que 
la surface proposée est cylindrique ou 
conique. Ces droites se trouvent dès lors 
dans un même plan qui contient les sécantes MM', NN'. Si je 
fais tourner ce plan autour de MN jusqu’à ce que la généra- 
trice ait passé de la position M'N' à la position MN, alors les 
sécantes MM', NN', coïncident respectivement avec les tangentes 
MS, NT. Donc ces tangentes sont comprises dans un même 
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plan avec la droite MN, et le plan MNT tangent au point N coïn- 
cide avec le plan NMS tangent au point M. 

Corollaire. — Pour mener un plan tangent à un cylindre 
ou un cône en un point donné M, il suffit de tracer par ce 
point la génératrice rectiligne de la surface cylindrique ou 
conique jusqu’à la rencontre de la base, et de mener ensuite 
la tangente à la base par le point d’intersection; le plan déter- 
miné par la génératrice et cette tangente sera le plan tangent 
demandé. 


THÉORÈME II. 

La distance d'un point M de l’hélice à la base du cylindre est 
proportionnelle à l'arc AM de celte courbe, compris entre la 
base du cylindre et le point M; elle est aussi proportionnelle à 
la projection AN de cet arc sur la base. 

En effet, soitm la position du point M sur la droite AR, lors- 
qu'on développe la sur- 
face du cylindre sur le 
plan DAP; je tire du 
point m une parallèle à 
RP, et je la prolonge jus- 
qu’au point n où elle ren- 
contre AP. La droite mn 
est égale à la distance MN 
du point M à la base du 
cylindre, et la droite An égale à la projection de Tare d’hélice 
AM sur cette base. 

Cela posé, je conclus de la similitude des triangles rectangles 
ARP, Amn, que 

mn Am An 

rT~âr ~ÂP' 

Or les dénominateurs RP, AR, AP, de ces rapports égaux sont 
constants, quelle que soit la position du point M; donc leurs 
numérateurs mn, Am, An, sont directement proportionnels. 

Corollaire. — Si je désigne par l la longueur AR d’une spirei, 
par h le pas RP de l’hélice oj, par Q le rayon OA du cylioiijr^ 
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Remarque. — La projection An de l’arc d’hélice AM sur la 
base du cylindre est égale à l’arc de cercle AN, lorsque le point 
M se trouve sur la première spire. Dans l’iiypolhèse con- 
traire, la droite An surpasse l’arc AN d’autant de circonfé- 
rences que l’arc d’hélice AM fait de fois le tour entier du 
cylindre. 


PROBLÈME I. 


Mener un tangente à l’hélice par un point pris sur cette courbe. 
Soit MT la tangente au point M de l’hélice AMM'; cette droite 
est située dans le plan MNT qui touche le 
cylindre suivant la génératrice MN (déf. 2). 
Pour la tracer, il suffit dès lors de connaître 
le point T, où elle rencontre la ligne d’in- 
tersection NT du plan tangent et de la base 
du cylindre. Je dis que la distance du point 
T au point N (distance qu’on appelle or- 
dinairement la sous-tangente du point N) 
est égale a la projection AN de l’arc d’hé- 
lice AM sur la base du cylindre. 

En effet, je conduis par la droite MN un 
plan qui coupe la surface du cylindre suivant une seconde 
génératrice M'N'; soient M' et N' les points d’intersections de 
cette droite avec l’hélice et la circonférence de la base du 
cylindre. Je tire les sécantes MM', NN', qui se rencontrent au 
point K, et je remarque qu'en faisant tourner le plan MNM'N' 
autour de la droite MN jusqu’à ce que la génératrice M'N' se 
confonde avec MN, les sécantes KMM', KNN', deviennentsimul- 
tanément tangentes, la première à l’hélice et la seconde à la 
circonférence de la base du cylindre. Par conséquent, la sous- 
tangente NT est la limite vers laquelle tend la quantité variable 
NK. Cela posé, de la similitude des triangles MNK, M'N^K, je 
déduis l’égalité suivante : 
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et, par suite. 


ou bien 


GÉOMÉTRIE. 

NK _ N'K 

. • • MN~M'N'’ 

i^ résulte aussi d’une propriété de l'hélice 
()u’on a (111) : 

MN _ M'N' 
arc AN arc AN' 

En multipliant ces deux égalités membre à 
. membre, je trouve : 

NK ^ N'K 
arc AN arc AN' 

NK N'K — NK 


arc AN ' 
NK 


arc AN' — arc AN 
corde NN' 


arc AN arcNN' 

Si Je suppose maintenant que le point M' vienne coïncider 
avec le point M, l’arc de cercle NN' et sa corde décroissent en 
même temps jusqu’à zéro. Or, on démontre en trigonométrie 
que le rapport du sinus à l’arc tend vers l’unité, lorsque l’arc 
diminue jusqu’à zéro ; donc, on a aussi : 

corde N N” 

Itm. 1 

arcNN' 

et, par suite, lim. NK = arc AN. 

Pour construire la tangente au point M de l’hélice, il faut 
des lors prendre sur l’intersection du plan tangent et de la 
base du cylindre, à partir du point N et dans le sens de l’arc NA, 
une longueur NT égale à cet arc, et tirer ensuite la droite MT. 

Corollaire. — La tangente à l’hélice fait un angle constant 
avec la génératrice du cylindre, menée par le point de contact. 

Soient MT la tangente au 
point M de l’hélice AM et NT 
sa projection sur le plan de 
la base; la droite NT étant 
égale à la longueur de l’arc 
AN, si je prends sur le déve- 
loppement rectiligne AK de 
l'hélice une longueur Am 
égale à l’arc AM de cette courbe, et que j’abaisse du point m la 
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perpendiculaire «m sur la base An du rectangle suivant lequel 
se développe la surface du cylindre, j’aurai 
An=orcAN = NT. 

Donc les triangles MNT, niAn, qui ont un angle droit compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont égaux entre 
eux ; l’angle TMN est, par suite, égal à l’angle Amn, c’est-à- 
dire à l’angle constant sous lequel la droite AR, qui engendre 
l’hélice, coupe toutes les génératrices du cylindre. 

Lorsque l’angle Amn est connu, celte propriété de la tan- 
gente à l’hélice permet d’éviter la rectification de l’arc AN pour 
tracer cette droite. En effet, on peut alors mener par le point 
M, dans le plan tangent, la droite MT, de manière qu’elle fasse 
avec la génératrice MN l’angle NMT égal à l’angle Anin. 

PROBLÈME II. 


Construire la projection de l'hélice et de sa tangente sur un 
plan perpendiculaire à la base du cylindre. 

Dans la résolution de ce problème, je ferai usage des prin- 



cipes suivants de géométrie descrip- 
tive : 

l» La droite qui joint les deux pro- 
jections d'un même point de l'espace est 
perpendiculaire à la ligne de terre*. 

2° La distance d’un point à l'un 
des plans de projection est égale à la 
distance de sa projection sur Vautre 
plan à la ligne de terre. 

Les spires d’une môme hélice étant 
des courbes identiques, leurs projec- 
tions sur un plan quelconque sont éga- 
li'S ; aussi je réduirai à la projection 
d’une seule spire l’épure demandée. 

Soient le cercle oa la base du cy- 
lindre proposé, et a l’origine de 
riiclice; je prends le plan de la 


' Voir leur démonstration dans mes Applications de la Géométrie élémen- 
taire (Cours de seconde). 

AM. 23 
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base du cylindre pour plan horizontal de projection, et je choi- 
sis le plan vertical de telle sorte que 
la ligne de terre a'c' soit parallèle 
au diamètre ac de la base. Le cylin- 
dre étant droit par hypothèse, il a 
pour projection horizontale le cer- 
cle oa et pour projection verticale 
le rectangle a'd&'a", dont la base 
est égale au diamètre ac du cercle 
oa, et dont la hauteur est égale au 
pas a’a" de l'hélice. 

Cela posé, je fais remarquer que 
tout point M de l’hélice se projette' 
horizontalement en un point m de 
la circonférence oa, et que, si je 
tire du point m la perpendicu- 
laire mn sur la ligne de terre, la 
projection verticale du même point 
M se trouve sur cette perpendicu- 
laire, au-dessus de la ligne de terre et à une distance de cette 
ligne égale à Mm ; il s’agit donc de construire la longueur Mm. 
Or, on a (111) : 

' Mm _ o'o" 

arc am “ cir. oa ’ 

par conséquent, la ligne Mm est une quatrième proportion- 
nelle à trois lignes connues. En construisant cette droite et 
prenant nm' égale à sa longueur, j’aurai la projection verti- 
cale m' du point M. 

On peut abréger beaucoup cette construction, en remarquant 
que si l’on prend Tare am égal à la moitié, au tiers, au quart... 
de la circonférence oa, la droite Mm sera la moitié, ou le tiers, 
ou le quart.., du pas a' a" de Thélice. De là résulte cette con- 
struction : Divisez la circonférence oa en un nombre quelcon- 
que de parties égales, par exemple seize; divisez aussi le pas 
a'a^'de Thélice en seize parties égales, et menez par lesdivisions 
correspondantes et m du pas et de la circonférence une 
parallèle et une perpendiculaire à la ligne de terre. Ces deux 
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droites se rencontrent en un point m', qui sera la projeclion 
verticale du point de Uhélice ayant le point m pour projection 
horizontale. En réunissant par un trait continu a'm'a" les seize 
points ainsi obtenus, vous aurez la projection demandée. 

On rectifie le tracé de cette projection en construisant la 
tangente en chacun des points déterminés par la méthode pré- 
cédente. Pour construire les projections de la tangente en un 
point quelconque M de l’hélice, je mène la droite ml tangente 
au point m de la base du cylindre. Celle droite est la trace ho- 
rizontale du plan langent au point M et, par suite, la projection 
horizontale de la tangente au même point M de l’hélice; car le 
plan tangent est perpendiculaire au plan horizontal de projec- 
tion. Je prends ensuite la droite mt égale à l’arc am, c’est-à- 
dire à la sous-tangente du point M (Prob. I.) ; par conséquent, 
le point t est la trace horizontale de la tangente. Je projette ce 
point sur la ligne de terre, et je tire la droite m'i' ; celte droite 
est la projection verticale de la tangente MT. 

Il est facile de reconnaître, t» que la courbe a'm'a" est symé- 
trique par rapport à la droite qui joint les milieux e', f, des 
côtés a'a", dd', du rectangle a'dd'a"-, 2» qu’elle est tangente 
à ses côtés dans les points a', a" et f ; 3® que la tangente au 
point d', qui divise en deux parties égales la moitié a'f de la 
courbe a'm'a", coupe cette courbe, c’est-à-dire que l’arc a'd' 
est au-dessous de cette tangente et Varedf au-dessus; et qu’il 
en est de même de la tangente au point b' de l’arc fa"; i» que 
la distance d’un point quclconciue m' de la courbe a'm'a" à la 
projection verticale fd' de l’axe du cylindre est proportion- 
nelle au cosinus de l'arc de cercle am; 5° que chacun des 
points d', b', est un centre de la courbe a' fa", c’est-à-dire que 
toute corde qui passe par l’un de ces points est divisée par lui 
en deux parties égales. 


PROBLÈMES. 

1. Le plus court chemin de deux points de la surface d’un 
cylindre droit à base circulaire, mesuré sur cette surface elle- 
même, est le plus pelitdes arcs d’hélice quijointees deux points. 
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2. Si par un point de l’espace on mène des parallèles aux 
tangentes de tous les points d'une spire d’hélice, ces droites 
formeront une surface conique de révolution. 

3. Si l’on trace par un point d’une surface cylindrique à base 
circulaire deux hélices qui se coupent à angle droit, la circon- 
férence de la base du cylindre est moyenne proportionnelle 
entre les pas de ces hélices. 

Les mêmes hélices divisent la surface du cylindre en quadri- 
latères égaux. Calculer l’aire de l’un de ces quadrilatères en 
fonction des pas des deux hélices. 


FIN DES COURBES USUELLES- 
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ANGLES POLYÈDRES 

Pbograiiiii : Chacun des angles plans qui composent un angle trièdre est 
moindre que la somme des deux autres. — La somme des angles plans 
qui forment un angle polyèdre convexe est toujours moindre que quatre 
angles droits. — Si deux angles iriàdres sont formés des mêmes angles 
plans, les angles dièdres compris entre les angles plans égaux sont égaux. 


Voir les démonstrations de ces théorèmes dans la VII* leçon de la Géo- 
mûrie dans l’espace. 


FIGURES SYMÉTRIQUES 

PaocRAmB : Plan de symétrie. — Centre de symétrie. — Dans deux poly- 
èdres symétriques, les faces boinulogues sont égales chacune à chacune, 
et l'inclinaison de deux faces adjacentes, dans l'un de ces solides, est 
égale à l'inclinaison des faces homologues dans l'autre. — Deux polyèdres 
symétriques sont équivalents. 


DÉFINITIONS. 


’ Deux points a, a', sont symélriquement placés par rapport 
à un plan MN, si ce plan est perpendiculaire 
à la ligne droite aa' et la divise en deux parties 
égales. 

On dit que deux corps sont symélriques par 
rapport à un plan, lorsque tous les points de 
leurs surfaces sont, deux à deux, placés symé- 
triquement par rapport à ce plan qu’on appelle 



a 


^ L 


o' 


plan de symétrie. 
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2° Deux points a, a', sont symélriquement placés par rapport 
à un troisième c, si le point c se trouve 
, au milieu de la ligne droite aa'. 

■ ■ * On dit que deux corps sont symétri- 

ques par rapport à un point c, lors- 
que tous les points de leurs surfaces sont, deux à deux, placés 
symétriquement par rapport au point c qu’on appelle centre de 
symétrie. 

Les points qui se correspondent dans ces deux genres de 
symétrie sont nommés points homologues. 

THÉORÈME I. 

Si deux figures sont symétriques par rapport à un plan MN, 
et que trois points A, B, C, de l'une soient en ligne droite, les trois 
points homologues A', B^C', del’autre sont aussi en ligne droite. 

Les droites AA^, BB', CC', qui rencon- 
trent te plan MN aux points o, b, c, sont 
par liy pollièsc perpendiculaires à ce plan ; 
donc elles sont parallèles (E., 3, II)*. 
Le plan mené par les droites AB, AA', 
contient dès lors les droites BB', CC', 
et ctupe le i)lan MN suivant la droite 
ab. Cela posé, je fais tourner le trapèze 
ABèa autour de son côté «6, jusqu’à ce qu’il s’applique sur la 
partie inférieure du plan ABB'A'. La droite aA prend alors la 
direction de aA', puisque ces lignes sont perpendiculaires au 
plan MN; et, comme elles sont égales, le point A coïncide avec 
le point A'. Je prouverais de même (|ue le point B s’applique 
sur B', et le point C sur C'. Or les trois points A, B, C, sont en 
ligne droite; donc les points liomologues A', B', C', sont aussi 
en ligne droite. 

Corollaire I. — A une arête rectiligne AB de l’une des deux 
figures symétriques correspond une arête rectiligne A'B' de 
l’autre figure. 

■ l,a nolalion (E., 3, II) indique le deuxième lliéorème de la troisième 
leçon de la Gèomcirie dans l'espace. 
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Corollaire II. — La droite qui joint deux points A, B, est 
égale à celle qui joint les points homologues A'J B'. 

Car les côtés AB, A'B', des deux trapèzes égaux ABaô, A'B'aô, 
ont la même longueur. 

THÉORÈME II. 

Si deux figures sont symétriques par rapport à un plan MN, 
et que quatre points A, B, C, D, de l'une soient dans un plan, 
les quatre points homologues A', B', C', D^, de l’autre sont aussi 
dans un plan. 


point F' qui est l’homologue de F fait partie de la droite B'C'. 
Or les trois points D, E, F, sont en ligne droite; donc leurs ho- 
mologues D', E', F', sont aussi en ligne droite, et le point D' est 
dans le plan des trois points A', B', C'. 

Corollaire I. — A une face plane de l’une des deux figures 
symétriques correspond une face plane de l’autre figure, et ces 
faces homologues ont le même nombre de côtés. 

Corollaire II. — Deux polyèdres symétriipies par rapporta 
un plan ont le même nombre de faces. 

Corollaire 111.— Deux polyèdres sont symétriques par rap- 
port à un plan, lorsque leurs sommets sont, deux à deux, placés 
symétriquement par rapport à ce plan. 

Car tout point M d’une face quelconque ABCD de l’un de ces 
polyèdres a son homologue M' dans la face correspondante 
A'B'C'iy de l’autre polyèdre. 



Ce théorème est évident, si trois des 
points A, B, C, D, sont en ligne droite, 
puisque les trois points homologues 
sont aussi en ligne droite (1). Je suppose 
dès lors que trois de ces points ne soient 
pas en ligne droite, et je tire du point 
D une droite qui coupe les côtés de l’an- 
gle ABC aux points E, F. Le point E étant 
sur la droite AB, son homologue E’ se 
trouve sur la droite A'B'; de même, le 
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THÉORÈME III. 


Dans deux polyèdres symétriques par rapport à un plan, 
1<> /es faces homologues sont égales; 2“ l'inclinaison de deux 
faces adjacentes, dans un de ces solides, est égale à l’inclinaison 
des faces homologues dans Vautre ; 3« deux angles polyèdres 
homologues sont symétriques. 

i» Soient ABCDE, A'B'C'D'E', deux faces homologues de deux 
polyèdres symétriques par rapport au plan MN; comme ces 

faces ont le môme nombre de 
cotés (II), je les décompose en 
un même nombre de triangles, 
en tirant des diagonales par 
leurs sommets homologues A 
et A'. Les deux triangles homo- 
logues ABC, A'B'C', ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun : 
En effet, le côté AB est égal au 
côté A'B', parce que leurs extré- 
mités sont des points homolo- 
gues (1). Les côtés AC, A'C', sont 
égaux par la même raison , 
ainsi que les côtés BC, B'(?; par conséquent, les triangles ABC, 
A'B'C', sont égaux. Je démontrerais de même l’égalité des 
triangles homologues ACD, A'C'D', et celle des triangles BCD, 
B'C'D'. Lesdeux faces homologues ABCDE, A'B'C'iyE', sont donc 
égales, puisqu’elles sont composées d’un même nombre de 
triangles égaux et disposées de la même manière. 

Par un raisonnement analogue je prouverais que les autres 
faces homologues des deux polyèdres sont égales. 

2° Je dis que l’inclinaison des deux faces ABCDE, CDFG, de 
l’un des polyèdres est égale à l’inclinaison des faces homolo- 
gues A'B'C'iyE', C'D'F'G', de l’autre. Par lesdeuxarêles DE, DF, 
du premier polyèdre, je mène un plan qui fait un angle trièdre 
avec les faces ABCDE, CDFG. Le plan déterminé par les 
deux arêtes D'E', HT', du second polyèdre Tait aussi un 


F 
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angle Irièdre avec les faces A'B'C'D'E', C'IVF'G'. Ces deux 
angles (rièdres ont les trois angles plans égaux chacun à 
chacun. 

En effet, les angles CDE, C'D'E', sont égaux, comme angles 
homologues des polygones égaux ABCDE, A'B'C'D'E'; de même, 
les angles CDE, C'iyp', sont égaux, parce qu'ils sont homolo- 
gues dans les polygones égaux CDFG, C'IyF'G^ Enfin, si je tire 
les droites EF, E'F', les triangles DEF, D'E'F', qui ont pour 
sommets des points homologues des deux polyèdres sont égaux, 
et l’angle EDF est égal à E'D'F'. Par conséquent, l’inclinaison 
des deux faces CDE, CDF, de l’angle trièdre D est égale à l’in- 
clinaison des deux faces homologues C'D'E', C'D'F', de l’angle 
trièdre D' (Angks polyèdres, théor. III). 

3» Soient l’angle C formé par les quatre faces BCD, DCG, 
GCH, HCB, de l’un des deux polyèdres, et l’angle C' formé par 
les quatre faces homologues B'C'iy, D'C'G', G'C'H', H'C'B', de 
l’autre polyèdre; je dis qu’ils sont symétriques. En effet, l^ils 
ont les angles plans égaux chacun à chacun, comme angles 
homologues de faces égales dans les deux polyèdres; 2» leurs 
angles dièdres homologues sont égaux, parce qu’ils mesurent 
les inclinaisons des faces du prcniier polyèdre et des faces 
homologues du second; 3“ la disposition des parties égales 
n’est pas la même dans ces deux angles polyèdres, car si l’on 
superposait les deux faces homologues ABCDE, A'B'C'D'E', en 
faisant coïncider le côté A'B' avec AB et le côté B'C' avec BC, 
l’un de ces angles serait au-dessus du plan ABC et l’autre au- 
dessous; les angles polyèdres C et C' sont donc symétriques. 

Corollaire I. — Deux polyèdres symétriques par rapport à 
un plan ne sont pas superposables. 

Car leurs angles polyèdres ne sont pas égaux. 

Corollaire H. — Deux polyèdres P, P', sont égaux, s'ils sont 
symétriques à un même polyèdre P" par rapport à deux plans 
différents. 

En effet, les polyèdres P et P" ont leurs faces égales chacune 
à chacune et leurs angles polyèdres symétriques; il en est de 
même des polyèdres F et P". Par conséquent, les polyèdres V 
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et P' ont les faces égales et les angles polyèdres égaux chacun 
à chacun; donc ils sont égaux. 


THÉORÈME IV. 

\ 

Si deux polyèdres P et P' sont symétriques par rapport à un 
plan MN, on peut les placer de manière qu’ils soient symétriques 
par rapport à un point quelconque o de ce plan; et récipro- 
quement. 

Soient a, a' deux points homologues quelconques des po- 
lyèdres P, P', et b le milieu de la droite aa' 
perpendiculaire au plan MN ; j’élève parle 
point O la perpendiculaire xy sur ce plan, 
puis j’abaisse du point a' sur xy la peri»en- 
diculaire a'c que je prolonge d’une lon- 
gueur ca" égale à ca'. Je tire ensuite les 
droites oa, oa", et je dis qu’elles sont égales 
et que l’une est le prolongement de 
l’autre. 

En effet, le côté ob du rectangle oba'c est égal à ca' ou à ca", 
et le côté oc égal à ba’ ou à ba; par conséquent, les deux 
triangles abo, oca", ont un angle droit compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun, et sont égaux. J’en conclus l’éga- 
lité de leurs hypothénuses oa, oa", et celle de leurs angles oab, 
a’oc. Or, les angles oab, xoa étant alternes internes par rap- 
port aux parallèles aa' , xy, la somme des deux angles adja- 
cents xoa", xoa est égale à la somme des deux angles supplé- 
mentaires xoa", a'oc, ou à deux angles droits; donc la droite 
oa" est le prolongement de ao, et les deux points a", a, sont 
symétriquement placés par rapport au point o. 

Cela posé, je suppose le polyèdre P' invariahlement lié à la 
droite xy, et je le fais tourner sur cette droite comme axe. 
Dans ce mouvement de rotation, la droite ca' perpendiculaire 
à Taxe xy engendre un plan (E., 1, III, c), et le point a' vient 
se placer au point a", après avoir décrit une denii-circonté- 
rence dans ce plan. Comme il en est de même de chacun des 
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points du polyèdre P', on voit que si ce polyèdre tourne sur la 
droite xy jusqu’à ce que chacun de ses points ait décrit une 
demi-circonférence, il sera symétrique, dans sa dernière posi- 
tion, au polyèdre P par rapport au point 0, puisque les points 
de CCS polyèdres seront deux à deux symétricjuement placés par 
rapport à o, comme le sont les points a et a" . 

Réciproquement : Si deux polyèdres P et P" sont symélriques 
par rapport à un point o, on peut les placer de manière quils 
soient symétriques par rapport à un plan quelconque MN pas- 
sant par ce point. 

J’élève par le point o la perpendiculaire sur le plan MN, et 
je fais tourner le polyèdre P" autour de cette droite comme 
axe, jusqu’à ce que chacun de ses i)oints ait décrit une demi- 
circonférence. Je démontre ensuite par un raisonnement ana- 
logue au précédent que, dans sa nouvelle position, le polyèdre 
P" est symétrique au polyèdre P par rapport au plan WN. 

Corollaire I. — Un polyèdre n’a qu’un symétrique, quelle 
que soit la manière dont on construise ce dernier polyèdre. 

Corollaire 11. — Le plan déterminé 
par deux arêtes opposées BIV, DB^ d'un 
parallélipipéde ABCOA'B'C'IV divise ce 
polyèdre en deux prismes triangulaires, 
symétriques par rapport au point d’inter- 
section 0 de ses diagonales. 

Car le point 0 divise chacune des dia- 
gonales du parallélipipéde en deux parties égales. 

THÉORÈME V. 

Deux polyèdres symétriques P et P' peuvent être décomposés 
en tin même nombre de pyramides symétriques. 

Je place les deux polyèdres P et P' de manière qu’ils soient 
symétriques par rapport à un plan MN; je jirends un point 
quelconque 0 à l’intérieur du premier et je détermine son 
homologue Cf dans le second. Je décompose ensuite le polyèdre 
P en autant de pyramides qu’il a de faces, en menant des 
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plans par le point O et chacune des arêtes de sa surface; je 
décompose de même 1e polyèdre P' en autant de pyramides 
qu’il a de faces, en menant des plans par le point 0^ et cha- 
cune des arêtes de sa surface. Ces polyèdres contiennent le 
même nombre de pyramides, puisqu’ils ont le même nombre 
de faces; et ces pyramides sont deux à deux symétriques, car 
leurs sommets sont symétriquement placés par rapport au 
planMN (11, c. iii). 

Corollaire. — Si l’on mène les diagonales homologues dans 
les faces homologues des polyèdres P et P, ces polyèdres peu- 
vent être considérés comme composés d’un même nombre de 
tétraèdres symétriques, ayant pour sommets les points homo- 
logues O et (y. 


THÉORÈME VI. 

Deux polyèdres symétriques sont équivalents. 

Soient d’abord deux pyramides symétri- 
ques; je les place de manière que leurs 
^ bases coïncident,et que leurs sommets S, S', 
se trouvent de différents côtés dn plan de 
leur base commune ABCDE. Les points S, 
S' sont dès lors placés symétriquement 
par rapport au plan ABC, et les hauteurs 
SF, S'F des deux pyramides sont égales. 
Par conséquent, ces pyramides qui ont la 
même base et les hauteurs égales sont 
équivalentes (E., 10, V). 

Je considère, en second lieu, deux polyèdres symétriques 
quelconques, et je les décompose en un même nombre de 
pyramides symétriques (V). Ces pyramides étant deux à deux 
équivalentes, les deux polyèdres sont par suite équivalents. 
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DES FIGURES TRACÉES SUR LA SPHÈRE 


CHAPITRE I. 

Du triangle et de la pyramide aphérlqnes. 

Progbahhe ; Dans tout triangle sphérique, un cAié quelconque est plus 
petit que la somme des deux autres. — Le plus court chemin d’un point 
h un autre sur la surface de la sphère est un arc de grand cercle.. — 
Mesure de l’angle de deux arcs de grands cercles, — Propriétés du 
triangle polaire ou supplémentaire. — Deux triangles sphériques, situés 
sur la même sphère ou sur des sphères égales, sont égaux dans toutes 
leurs parties : 1» lorsqu’ils ont un angle égal compris entre deux côtés 
égaux chacun à chacun ; 2° lorsqu’ils ont un côté égal adjacent è deux 
angles égaux chacun il chacun ; 3° lorsqu’ils sont équilatéraux entre eux ; 
4° lorsqu’ils sont équiangles entre eux . Dans ces differents cas, les 
triangles sont égaux ou symétriques. — La somme des angles de toal 
triangle sphérique est plus grande que deux angles droits, et moindre 
que six. — Ce qu’on appelle excès sphérique. 


DÉFINITIONS. 

1. Lorsque deux arcs de cercle tracés sur une sphère se cou- 
pent en un point A, on dit qu’ils font un angle en ce point etl’on 
prend pour sa mesure, comme dans la géométrie plane (14, n"), 
l’angle que forment les tangentes menées à ces arcs par le som- 
met A dans le sens des arcs mêmes. — Si les deux arcs considé- 
rés appartiennent à des circonférences de grands cercles, leur 
angle a la même mesure que l'angle dièdre formé par les plans 
des deux cercles ; car chacun de scs côtés est perpendiculaire 
au diamètre suivant lequel les grands cercles se coupent 
(P.. 13, 11). 
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2. Un polygone sphérique est la portion de la surface d'une 
sphère comprise entre plusieurs arcs de grands cercles. 

Ces arcs de grands cercles sont les côtés du polygone ; les 
angles qu’ils forment et les sommets de ces angles sont les 
angles et les sommets du polygone sphérique. 

Le polygone sphérique qui a trois côtés est le triangle sphé- 
rique. 

3. On dit qu’un polygone sphérique est convexe lorsqu’il est 
situé d’un même côté de chacune des circonférences de grands 
cercles qui le forment. Il est concave dans le cas contraire. 

Le périmètre d’un polygone sphérique convexe ne peut évi- 
demment être rencontré en plus de deux points par un arc de 
grand cercle. 

4. Les plans des arcs de grands cercles, qui forment un po- 

lygone sphérique ABCD, déterminent au centre 

@ 0 de la sphère un angle polyèdre OABCD, dont 
les angles dièdres sont les angles mêmes du po- 
lygone, et dont les angles plans AOB, BOC, etc. , 
ont pour mesures les côtés correspondants AB, 
BC, etc., de ABCD; car ces arcs sont décrits 
avec le même rayon. 

Si on prolonge les arêtes de l’angle polyèdre OABCD au delà 
du sommet 0, l’angle polyèdre symétrique OA'B'C'iy intercepte 
sur la surface de la sphère un polygone A'B'C'iy, dont les an- 
gles et les côtés sont égaux à ceux du polygone ABCD ; mais 
les parties égales des deux polygones étant disposées dans un 
ordre inverse, comme celles des deux angles polyèdres symé- 
triques, ces polygones ne sont pas superposables. On dit qu’ils 
sont symétriques. 

Pour construire un triangle sphérique qui soit symétrique à 



un triangle donné ABC, on peut dé- 
crire deux arcs de cercle , des extré- 
mités A et B de l’un des côtés du trian- 
gle ABC comme pôles, avec des dis- 
tances polaires égales respectivement 
aux deux autres côtés AC, BC; puis 
joindre le point d’intersection C' de 
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ces arcs aux deux points A et B par des arcs de grands cercles. 
Le triangle ABC', ainsi construit, sera le triangle demandé. En 
effet, les plans des arcs de grands cercles, qui forment les 
triangles sphériques ABC, ABC', déterminent au centre 0 de 
la sphère deux angles trièdes symétriques OABC, OABC'; 
car leurs angles plans sont évidemment égaux chacun à cha- 
cun , et inversement disposés par rapport au plan de leur face 
commune AOB. 

5. On appelle pyramide sphérique (voir la première figure 
de la page 362) la portion d’une sphère OA, comprise dans un 
angle polyèdre OABCD, qui a son sommet O au centre de cette 
sphère. — La pyramide a pour base le polygone ABCD, inter- 
cepté par l’angle polyèdre sur la surface sphérique. 

Deux pyramides si)hériques OABCD, OA'B'C'D', opposées,par 
le sommet, sont symétriques comme leurs bases ABCD, A'B'C'D'. 

THÉORÈME I. 



St, par le pôle P d'une circonférence quelconque AB tracée 
sur une sphère OP, on mène une circonfé- 
rence de grand cercle, ces deux lignes courbes 
sont perpendiculaires l'une à l'autre, c’est-à- 
dire qu’elles se coupent en formant un angle 
/b droit; et réciproquement. 

Je trace une circonférence de grand cer- 
cle par le pôle P et un point quelconque C de 
la circonférence AB, et je dis que ces deux courbes font un an- 
gle droit au point C. Je remarque d’abord que leurs plans 
sont perpendiculaires (6, 1) ; car le plan du grand cercle PC 
contient la perpendiculaire élevée par le centre I du cercle AB 
sur le plan de ce cercle, puisque celte droite passe par le pôle P 
et le centre O de la sphère. 

Cela posé, je mène par le point C les tangentes CD, CE, aux 
deux cercles AB, PC. La droite CD est perpendiculaire au rayon 
IC du cercle AB, c’est-à-dire à Pintersection des deux plans 
ABC, PCI ; par conséquent, elle est aussi perpendiculaire au 
plan PCI (6, II], et à la droite CE qui passe par son pied dans 
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ce plan. Donc l’angle DCE sous lequel les deux circonférences 
AB, PC, se coupent est droit. 

Réciproquement, lepdie de la circonférence AB se trouve sur 
la circonférence de grand cercle PC, si l’angle DCE formé par 
ces deux lignes est droit. 

En effet, la droite 01 qui joint le centre de la sphère au cen- 
tre du cercle AB étant perpendiculaire au plan ABC(I, Rem.), 
et le rayon IC étant aussi perpendiculaire à la tangente CD, il 
résulte du théorème des trois perpendiculaires que le rayon OC 
du grand cercle PC est perpendiculaire à la droite CD. Or cette 
droite CD fait par hypothèse un angle droit avec la tangente 
CE; donc le plan OCE, c’est-à-dire le plan du grand cercle PC 
est perpendiculaire à CD et, par suite, au plan ABC. Il contient 
dès lors le diamètre 01 de la sphère et le pôle P de la circonfé- 
rence AB. 



Corollaire. — Par un point A de la surface d’une sphère 
on ne peut mener qu’une circonférence de 
grand cercle BAS' , perpendiculaire à une cir- 
conférence CBD tracée sur celte sphère. 

Car on ne peut mener qu’une circonfé- 
rence de grand cercle par le point A et le 
pôle P du cercle BCD, à moins que ces deux 
points ne coïncident. 

Soient B et B' les intersections des deux circonférences ; si 
l’on ne considère que les arcs moindres qu’une demi-circon- 
férence et qu’il en soit ainsi des deux arcs AB, APB', il résulte 
de ce corollaire qu’on peut mener d’un point A donné sur une 
sphère deux arcs de grand cercle AB, APB', perpendiculaires à 
une circonférence BCD, (racée sur cette sphère, et qu’on ne peut 
en mener que deux. 


THÉORÈME IL 

Chaque côté d’un polygone sphérique convexe ABCDE est 
moindre que la moitié de la circonférence d'un grand cercle. 

Car si on supposait un côté quelconque AE de ce polygone 
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plus grand qu’une demi-circonférence de 
grand cercle, l’arc AB prolongé rencontrerait 
AE en un second point F situé entre les points 
A et E, de sorte que le polygone sphérique 
ne serait f«is tout entier d’un même côté de 
la circonférence AB; ce qui contredit l’hypo- 
thèse. Donc, etc. 

Remarque I. — La réciproque de ce théorème est fausse. ‘ 
Remarque II . — On ne considère ordinairement que des po- 
lygones sphériques convexes; par conséquent, chacun de 
leurs côtés est moindre qu’une demi-circonférence de grand 
cercle. 



THÉORÈME III. 

1» Chaque côté d’un triangle sphérique ABC est moitidre que 
la somme des deux autres. 

2» La somme des trois côtés de ce triangle est moindre que la 
circonférence d’un grand cercle. 

En etfet,-!oit O le centre de la sphère; les 
plans des arcs de grands cercles qui forment 
le triangle sphérique ABC déterminent un 
angle trièdre AOBC, dont les angles plans 
sont mesurés parles côtés correspondants du 
, triangle ABC. Or, l’angle plan AOB est moindre que la somme 
des deux autres BOC, COA (Angles polyèdres, Théor. I); donc 
l’arc AB est aussi moindre que la somme des arcs BC, CA. 

En second lieu, la somme des trois faces AOB, BOC, COA, 
est moindre que quatre angles droits (Angles polyèdres, 
Théor, 11); donc le périmètre du triangle ABC est moindre que 
la circonférence d’un grand cercle. 

Corollaire. — Chaque côté d’un triangle sphérique est plus 
grand que la différence des deux autres côtés. 

Remarque. — Un polygone sphérique convexe jouit des 
mêmes propriétés quel que soit le nombre de sus côtés. 

AM, 24 
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THÉORÈME IV. 

Une circonférence quelconque BCD et un point A, extérieur à 
cette courbe, étant donnés sur une sphère, si l'on tuéne de ce 
point les deux arcs de grands cercles AB, AB', perpendiculaires, 
et l’arc de grand cercle AC oblique à la circonférence *BCD ; 
l'arc oblique est plus grand que l'un des deux arcs 'AB, AB', et 
plus petit que l'autre. 

1» Soit P le pôle de la circonférence BCD ; ce point se troure 
sur la circonférence de grand cercle BAB', 
qui est perpendiculaire à BCD par hypothèse 
(t6, IV). En le joignant au point C par un arc 
de grand cercle, on forme le triangle sphérique 
PAC, dans lequel la somme des deux côtés PA, 
AC, est plus grande que le troisième côté PC (11). 
Mais l’arc PC est égal à l’arc PB, puisque le point P est le pôle 
du cercle BCD; on a donc 

PA+AOPA + AB, 
et, par suite, AC>AB. 

?" Dans le même triangle PAC, le côté AC est plus petit que 
la somme des deux autres PA, PC ; or l’arc PC est égal à l’arc 
PB', puisque le point P est le pôle du cercle BCD ; on a donc 

AC<PA + PB', 

et, par conséquent, AC<^AB'. 

Remarque. — On suppose dans ce théorème que chacun des 
arcs AB, AB' et AC est moindre qu’une demi-circonférence. 

THÉORÈME V. 

Les plus courts chemins du pôle P d’une circonférence BC aux 
différents points de cette courbe , sur la surface de la sphéie,sont 
égaux entre eux. 

Soient PMB, PNC, les plus courts chemins du pôle P à deux 
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P points quelconques B et C de la circonférence 

>'7TTX j® lignes ne peuvent être in- 

égales. En effets si on'su[>posaU l’une, par exena- 
I pie PMB, plus courte que Pautre PNC, et qu’on 

\ j y' 'la fît tourner sur le diamètre PA de la sphère 
^ comme axe, elle engendrerait une surface de 
révolution qui'ne serait autre que la zone PBC, puisque tous 
ses points sont également éloignés du 'centre de la sphère. 
L’extrémité B de cette ligne, 1 décrivant la circonférence BC, 
passerait donc parle point C; mais ce point serait alors joint au 
pôle par une ligne plus courte que PNC; ce qui est contraire 
à l’hypothèse. Par conséquent, les plus courts ehemins-PMB, 
PNC, du pôle P aux points B, C, delà circonférence BC sont 
égaux. 

THÉORÈME VI. 

Le plus court chemin d’un point à un autre sur la surface de 
la sphère est un arc de grand cercle. 

Soient A et B deux points de la surface 
d’une sphère ; je les joins par un arc de grand 
cercle que je suppose d’abord moindre qu’une 
demi-circonférence, et je dis que cet arc est 
le plus court chemin du point A au point . 
B sur la surface de la sphère. 

En effet, je prends un point quelconque C de l’arc .\B, et je 
vais démontrer que le plus court chemin cherché passe par ce 
point. Pour cela, je décris du point A comme liôle, avec la dis- 
tance polaire AC, une circonférence à laqiielle Tare de grand 
cercle AB est perpendiculaire (E. 17, IV); l’arc BC est par 
suite le plus petit des arcs de grands cercles qu’on peut 
mener à cette circonférence (III). Si je décris dès lors une 
circonférence du point B comme pôle , avec la distance 
polaire BC, cette courbe n'apra que le point C commun avec 
la circonférence AC et lui sera extérieure. 

Cela posé, je représenle pour un instant le plus court che- 
min du point A au point B sur la sphère parla ligne ADEB, et 
je fais remarquer qu’il jouit de cette propriété que, si ou le 
divise en plusieurs parties, par exemple en trois. Al), DE,EB, 
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par les points D et E, chacune de ces parties 
est le plus court chemin pour aller de Tune 
de ses extrémités à l’autre sur la sphère ; car, 
en faisant l’hypothèse contraire , et rempla- 
çant les lignes ÂD, DE, EB, par les plus courts 
chemins du point A au point D , du point 
D au point E, et du point E au point B, on joindrait le point 
A au point B par une ligne moins longue que ADEB; ce 
qui est impossible, d’après la première hypothèse. De là 
je conclus que le plus court chemin du point A au point 
B est décomposé par les deux circonférences AC, BC, en trois 
parties, qui sont, l«le plus court chemin du point Aà la circon- 
férence AC; 2" le plus court chemin du point B à la circon- 
férence BC; 3“ le plus court chemin de l’une des circonféren- 
ces AC, BC, à l’autre. Or le pôle A est également distant 
des points de la circonférence AC (IV) ; le pôle B est aussi 
également distant des points de la circonférence BC ; donc le 
plus court chemin du point A au point B sur la sphère passe 
par le point C, puisque la distance des deux circonférences AC, 
BC, est nulle pour ce point seul. Le point C étant un point 
quelconque de l’arc AB, il résulte de ce qui précède que cet 
arc fait partie du plus court chemin du point A au point B; 
et, comme il joint ces deux points l’un à l’autre sans disconti- 
nuité, il est le plus court chemin cherché. 

Je suppose, en second lieu, que les points A, B, soient les 
extrémités d’un même diamètre de la sphère; les circonféren- 
ces AC, BC, décrites de ces points comme pôles, coïncident alors 
dans toute leur étendue, de sorte que le plus court chemin du 
point A au point B est l’une quelconque des demi-circonfé- 
rences de grands cercles qu’on peut mener par les deux |>oints 
A et B. 

THÉORÈME VU. 


L'angle BAD de deux arcs de grands cercles AB AD, a pour 
mesure l’arc de grand cercle BD décrit de son sommet A comme 
pôle entre ses côtés AB, AD. 

Le point A étant le pôle de l’arc de grand cercle BD, chacun 
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^ des arcs AB, AD, est un quadrans, et les 

angles au centre AOB, AOD, sont droits. 

■ ■ I 0^ Donc l’angle BOD est l’angle plan corres- 
pondant à l’angle dièdre BACD , et l’arc 
BD qui mesure l’angle BOD mesure aussi 
c’ l’angle BAD formé par les deux arcs de 

grands cercles AB, AD (E, 17,1). 

Corollaire I.-Si on prend sur la circonférence BD et dans 
le même sens chacun des arcs BP, DP', égal à un quadrans, 
le point P est un pôle de l’arc AB , le point P' est aussi 
un pôle de l’arc AD, et l’arc de grand cercle PP' égale l’arc 
BD. Donc l'angle BAD a pour mesure l’arc de grand cercle 
qui joint les pôles P et P' de ses côtés AB, AD. 

Corollaire 11. — Le lieu des pôles des grands cercles qui 
forment avec le grand cercle BAC un angle égal à BAD est la 
circonférence décrite du point P comme pôle avec la distance 
polaire PP'. 

Le lieu des diamètres de la sphère , perpendiculaires aux 
plans des mêmes cercles , est la surface conique de révolution 
qui a le point 0 pour centre, la droite OP pour axe et la droite 
OF pour génératrice. 

Corollaire 111. — Si on prolonge les arcs BÂ, DA, au delà de 
leur intersection A, les angles BAD, EAF, opposés au sommet 
sont égaux ; les angles adjacents B.AD, DAE, sont supplémen- 
taires. 

THÉORÈME VIII. 


Un triangle sphérique ABC étant donné, si des sommets A, h^C, 



comme pôles, on décrit les circonfé- 
rences de grands cercles B'C'B''C ", 
C'A'C"A", A'B'A"B", ces lignes di- 
visent la surface de la sphère en 
huit triangles sphériques, tels que 
les sommets de chacun d’eux sont 
les pôles des côtés du triangle ABC. 

1« Les deux circonférences de 
grands cercles B'C'B"C", C'A'C"A", 
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divisent éTidemment en quatre triangles la surface de chacun 
des deux hémisphères déterminés par 
le plan de la troisième circonférence 
A'B'A''iy' ; par conséquent, la surface 
de la sphère est partagée en huit 
triangles sphériques ayant pour som- 
mets les six points d’intersection A', 
M', B', B', et G, Q.", des trois circon- 
férences. 

2° SoitA'B"C' l’un de ces triangles ; je- dis que les sommets 
k' , QJ sont les pôles des côtés BC, CA^ AB, du triangle ABC. 

En effet, le point B étant le pôle de la. circonférence A'C, la 
distance BA' est un quadrans ; le point C étantde pôle de la 
circonférence A'B', la distance CA' égale aussi un quadrans. Dès 
lors le point k' est éloigné d’un quadrans de chacun des points 
B et C ; donc il est le pôle de l’arc B€. Je démontrerais de même 
que le sommet B" est le pôle de l’arc AC, et le sommet C' le 
pôle de l’arc AB; 

Remarque . — Parmi les huit triangles précédents, on ne con- 
sidère ordinairement que le triangle A'B'C', qui se distingue 
des sept autres parce qu’il a son sommet k' du même côté de 
l’arc BC que le point A , son sommet B' du même côté de l’arc 
AC que le point B, etson sonnnct C' du même côté de l'arc AB 
que le point C. 

Réciproquement, je dis que , parmi les huit triangles sphé- 
riques qu’on formerait en décrivant trois circonférences de 
grands cercles des sommets du triangle A'B'C' comme |)ôles, le 
triangle ABC est celui qui jouit des mêmes propriétés j)ar rap- 
port au triangle A'B'C'- En effet, pour démontrer que le som- 
met A du triangle ABC se trouve du même côté de Tare B'C' 
que le point A', il suffit de remarquer que les deux points k, k', 
étant par hypothèse dans le même hémisphère terminé par la 
circonférence BC dont le point A' est le pôle, la plus courte 
distance du point A! au point A est moindre qu’un quadrans ; 
il en résulte que ces deux points doivent se trouver d’un même 
côté de la circonférence de grand cercle B'C', décrite du point A 
'Comme pôle. Je prouverais de même que le triangle ABC a son 
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sommet B du même côte de l’arc A'C'' que le point B’, et son 
sommet C du même côlé de l’arc A'B' que le point C'. 

Legendre a donné aux deux triangles sphériques ABC, A'B'C', 
le nom de triangles polaires, parce qu’on peut décrire les côtés 
de l’un quelconque d’entre eux, en prenant les sommets de 
l’autre pour pôles.On les appelle aussi triangles supplémentaires 
pour, une raison qui résulte du théorème suivant. 

THÉORÈME, IX. 

Si ARC et A'B'C' sont deux triangles polaires, chaque angle 
de l'un de ces triangles a pour me- 
sure l'excès d'une demi -circonfé- 
rence sur le côlé opposé dans l‘autre 
triangle. 

4e prolonge les côtés AB, AC, de 
l’angle A du triangle ABC jusqu’aux 
points D et E, où ils rencontrent le 
côté B'C' du triangle A'B'C'. Le 
point A étant le pôle de l’arc B'C', 
l’angle BAC a pour mesure l’arc DE compris entre ses 
côtés (IV) ; je dis ((ue DE est égal à l’excès d une demi-circonfé- 
rence sur l’arc B'C'. En effet, l’arc EB' est un (ju.adrans, puisque 
le point B' est le pôle du côté AC ; pareillement l’arc DC' est un 
quadrans, car le point C' est le pôle du côté AB. Donc la 
somme des deux arcs EB', DC', égale une demi-circonférence. 
Si de l’arc EB' je retranche DB', et que j’ajoute la meme lon- 
gueur à l’arc DC', la somme des deux arcs EB', DC', n’est pas 
changée ; j’ai dès lors 

DE+B'C'=EB'-|-DC'=J(;«rcon/’. 

et, par suite, 

DE^^circonf. — ITC'. 

Je démontrerais de même que chacuni des deux autres angles 
B, C, du triangle ABC a pour mesure l’excès d'une demi» 
circonférence “sur le côté qui lui est opposé dans le triangle 
A'B'C. 

Je considère, en second lieu, l'angle A' du triangle A'B'C'; 
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soient F et G les points d’intersection de ses côtés k'ÿ, k'ü et 
de l’arc BC prolongé. Le point k! étant 
le pôle de BC, l’angle B'A'C' a pour 
mesure l’arc FG compris entre ses 
côtés. Or, chacun des arcs BG et CF 
est un quadrans^ puisque le point B 
est le pôle de l’arc k'CJ, et le f)oinl G 
le pôle de l’arc A'B' ; par conséquent, 
la somme BG + CF égale une demi- 
circonférence. Mais cette somme égale aussi BC FG ; donc 
BC-fFG est une demi-circonférence, et l’arc FG égale l’excès 
d’une demi-circonférence sur le côté BC du triangle ABC. Je 
ferais la même démonstration pour les deux autres angles B' 
et C' du triangle A'B'CC 



Remarque. — Celle propriété du triangle A'B'C' appartient 
aussi à son symétrique k"&'C, puisque ces triangles ont les 
côtés égaux et les angles égaux chacun à chacun ; mais elle 
n’est pas commune aux six autres triangles qu’on obtient en 
décrivant les trois circonférences de grands cercles B'C'B"C'', 
C'A'C^A", A'B'A^'B", des sommets A, B, C, du triangle ABC 
comme pôles. Ainsi, par exemple, l’angle BAC a pour mesure 
le côté B" C' qui lui est opposé dans le triangle A'B'^C', et non 
pas l’excès d’une demi-circonférence sur ce côté; car l’arc 
C'B" est égal à l'excès de la demi-circonférence B'C'B" sur 
l’arc C'B', ou à l’arc ED qui sert de mesure à l’angle BAC. 
L’angle C du triangle ABC a aussi pour mesure le côté A'B" 
qui lui est opposé dans le triangle A’C'B'; mais l’angle B a 
pour mesure l’excès d’une demi-circonférence sur le côté k'C' 
qui lui est opposé dans le même triangle A’C'B". 

Le théorème précédent explique le choix qu’on a fait du 
triangle A'B'C' parmi les huit triangles que des trois circonfé- 
rences B'C'B"C", A'C'A"C", A'A"B'B", déterminent sur la 
sphère, et justifie le nom de triangles supplémentaires, donné 
aux deux triangles ABC, A'B'C'. 
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THÉOllÉME X. 

i° La somme des trois angles d'un triangle sphérique ABC 
est moindre que six angles droUs et plus grande que deux. 

2» La somme de deux angles quelconques de ce triangle est 
moindre que le troisième augmenté de deux angles droits. 

1» Chaque angle du triangle ABC est moindre 
^ que deux angles droits , donc la somme des 
trois angles de ce triangle est moindre que six 
angles droits. 

Si on désigne par A, B, C, les nombres de 
degrés contenus dans les mesures des angles BAC, ABC, ACB, 
du triangle proposé, les côtés du triangle sup|>lémentaire sont 
respectivement égaux à 

180“— A, 180“— B, 180“— C. 

Or, la somme de ces côtés est moindre qu’une circonférence 
(II) ; par conséquent on a 

180“— A + 180" — B + i80“ — C<36ü“, 
et l’on en déduit : 

A+B + C>180“. 

Donc la somme des trois angles du triangle sphérique ABC est 
plus grande que deux angles droits. 

2° Chaque côté du triangle supplémenlaire étant moindre 
que la somme des deux autres (II), on a aussi : 

180“— A<180“ — B+ 180“— C, 

d’où l’on lire : 

B+C<A + t80“. 

Donc la somme de deux angles quelconques B et C du triangle 
ABC est moindre que le troisième A, augmenté de deux angles 
droits. 

Remarque. — On appelle excès sphérique d’un triangle l’ex- 
cès de la somme de scs angles sur deux angles droits. 

Un triangle sphérique eslreclangte lorsqu’il a un angle droit ; 
on appelle hypoténuse le côté opposé à cet angle. 

On donne le surnom de birectangle, de trirectangle à un 
triangle sphérique qui a deux ou trois angles droits. 
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Trois grands cercles qui sont perpendiculaires deux à deux 
divisent évidemment la surface de la sphère en huit triangles 
tri rectangles égaux entre eux (X). 

Corollaire. — La sowme dex angles d’un pohjgone sphfrique 
conrexe de n côtés est pins grande que n — 2 fois 2 angles droits 
et moindre que n — 2 fois G angles droits. 

En effet, on peut décomposer ce polygone en n — 2 triangles 
sphériques, en joignant l’im de ses sommets à tous les autres 
par des arcs de grands cercles ; or la somme des angles de 
chaque triangle est comprise entre 2 anglès droits et G angles 
droits, donc la somme des angles de tous lès triangles, ou la 
somme des angles du polygone, est comprise entre n — 2 fois 
2 angles droits et n — 2 fois G angles droits. 

L’excès de la somme des angles de ce polygone sitr 2fn— 2) 
angles droits est appelé l’ej;cè.s sphérique dix polygone. 


THÉORÈME XI. 



Deux triangles sphériques, situés sur la même sphère ou sur 
des sphères égales, sont égaux ou symétriques, s'ils ont un 
ungle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

Soient ARC, A'R'C', deux 
triangles situés sur des sphè- 
res égales qui ont les points O 
et O' pour centres; je suppose 
l’angle A égal à l’angle A', le 
côté AB égal au côlé A'B', et le côté AC égal au côté .VC'. Je 
dis que les triangles ABC, A'B'C', sont égaux, si leurs parties 
égales sont semblablement disposées, et qu’ils sont symétriques 
dans l’hypotbèse contraire. 

Dans la jiremière hypotlièso, je superpose les surfaces des 
deux sphères, en faisant coïncider leurs centres O et O'. J’amène 
ensuite le point A' sur le point A et le point B' sur le point B; 
l’arc A'B' s’applique alors sur l’arc AB. Comme l’angle .V est 
égal à l’angle A, et que les parties égales des deux triangles 
sont semblablement disposées, l’arc A'C' (>rend la direction de 
l’arc AC, et le point C' se confond avec le point C, puisque les 
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arcs AC, A'C' sont égaux. Les côtés BC, B'C', ont par suite les 
mêmes extrémités et coïncident; donc les triangles ABC, 
A'B'C', sont égaux. 

Je suppose, en second lieu, les parties égales des triangles 
ABC, A'B'C', inversement disposées; et je conslrtris un triangle 
sphérique abc qui soit symétrique au triangle ABC. Ces deux 
triangles ont tous leurs éléments, côtés et angles, égaux cha- 
cun à chacun et inversement disposés; [>ar conséquent, le 
triangle A'BC' et le triangle abc ont un angle égal compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun, et leurs parties égales 
sont semblablement disposées. D’apres le cas i)récédent, le 
triangle A'B'C' est donc égal au triangle abc, et, par suite, sy- 
métrique an triangle ABC. 

THÉORÈME XII. 

Deuœ triangles sphériques, situés sur la même sphère ou sur 
des sphères égales, sont égaux ou symétriques, s'ils ont un côté 
égal adjacent à deitx angles égaux chacun à chacun. 

Soient ABC, A'B'C', deux 
triangles situés sur deux sphè- 
res égales dont les points 0 et 
0' sont les centres. Je, suppose 
le côté BC égal au côté B'C'^ 
l’angle B égal à l’angle B' et l’angle C égal à l’angle C'. Je dis 
que les triangles ABC, A'B'C' sont égaux, si leurs parties égales 
sont semblablement disposées, et qu’ils sont symétriques dans 
l’hypothèse contraire. 

J’admets d’abord que la disposition des parties égales soit 
la même dans les deux triangles, et je superpose les surfaces 
des deux sphères, en faisant coïncider leurs centres 0, 0'. 
J’amène ensuite le point B' sur le point B et le point C sur le 
point C; l’arc B'C' s’appli(|ue alors sur l’arc BC. Comme les 
angles B' et C' sont respcctix'cment égaux aux angles B et C, 
l’arc B'A' prend la direction de l’arc BA, et l’arc C'A' la direc- 
tion de l’arc CA. Par conséquent, le point d’intersection A' des 
arcs B'A', C'A', se confond avec celui des arcs BA, CA, c’est-à- 
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dire avec le point A, et les triangles ABC, A'B'C', qui coïnci- 
dent dans toute leur étendue, sont égaux. 

Si les parties égales des deux triangles ABC, A'B'C', étaient in- 
versement disposées, je démontrerais, comme dans le théorème 
précédent, que ces triangles sont symétriques. 

THÉORÈME XIII. 

Deux triangles sphériques ABC, A'B'C', situés sur la même 
sphère ou sur des sphères égales, sont égaux ou symétriques 
s'ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun. 

Soient O et 0' les centres de 

deux sphères égales , sur les- 
\ / quelles les triangles ABC, A'B'C', 

sont placés; les grands cercles 
qui forment ces triangles dé- 
terminent deux angles Irièdres OABC, O'A'B'C', dont les faces 
sont égales chacune à chacune, puisque les côtés des deux 
triangles qui servent de mesures à ces angles sont eux-mêmes 
égaux chacun à chacun. Par, conséquent les angles dièdres, 
opposés aux faces égales, sont égaux. Les triangles ABC, A'B'C', 
ont dès lors tous leurs éléments, côtés et angles, égaux chacun 
à chacun; donc ils sont égaux ou symétriques, selon que leurs 
parties égales sont semblablement ou. inversement disposées. 

THÉORÈME XIV. 

Deux triangles sphériques ABC, A'B'C', situés sur la même 
sphère ou sur des sphères égales, sont égaux ou symétriques, 
s’ils ont les trois angles égaux chacun à chacun. 

Je construis les triangles polaires abc, a'b'c', des triangles 
ABC, A'B'C', et Je fais remarquer que les angles des triangles 
ABC, A'B'C', étant par hypothèse égaux chacun à chacun, leurs 
suppléments le sont aussi; par conséquent les triangles abc, 
a'b'c', ont les trois côtés égaux chacun à chacun, et sont égaux 
ou symétriques. Les angles de ces triangles sont donc égaux 
chacun à chacun, ainsi que leurs suppléments; les triangles 



Digilized by Google 



377 


COMPLÉMENT. 

ABC, A'B'C', ont, par suite, les côtés égaux chacun à chacun, et 
sont égaux ou symétriques, selon que leurs parties égales sont 
semblablement ou inversement disposées. 


Corollaire 1. — Si on appelle, comme dans la Géométrie 
plane, triangles sphériques semblables deux triangles équian- 
gles dont les côtés adjacents aux angles égaux sont propor- 
tionnels, la proposition precedente démontre que deux trian- 
gles sphériques semblables ne peuvent appartenir à la même 
sphère sans être égaux. 


Corollaire 11. — Si un angle trièdre OABC a son sommet 
au centre O de deux sphères concentri- 
^ ques OA, OA', il intercepte sur leurs sur- 
faces deux triangles ABC, A'B'C', qui sont 
semblables. 

En effet, ces triangles sont évidemment 
équiangles; de plus, leurs côtés AC, A'C', 
sont des arcs semblables, proportionnels aux rayons OA, O.V; 
il en est de même des côtés BC, B'C', et des côtés AB, A'B'j 
on a donc 



A'C' _ B'C' _ A'B' 
AC “ BC ~ AB ’ 


et les triangles sphériques A'B'O, ABC, sont semblables. 


PROBLÈME I. 

Construire un triangle sphérique dont les trois côtés sont 
donnés. 

Soient o, b, c, les trois arcs de grands cercles 
donnés; je suppose leur somme moindre que 
la circonférence de grand cercle AB, et cha- 
cun d'eux plus grand que la différence des 
deux autres (11). Pour construire un triangle 
sphgrique avec ces trois arcs, je prends sur 
la circonférence de grand cercle AB un arc AB égal à c, et je 
décris du point A comme pôle, avec une distance polaire égale 
à la circonférence CD rencontrant la circonférence AB aux 
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points D et Ü'. Je décris ensuite du point B comme pôle, avec 
une. distance polaire .égale à a, uo.arc de oercle 
qui coupe la circonférence DC aux deux points 
G, C„ et je joins chacun de ces points aux deux 
points A , B, par des arcs de grands cercles. 
Les triangles sphériques symétriques ABC , 
ABC,, satisfont l’un et l'autre aux conditions du problème 
proposé qui a dès lors deux solutions. 

La possibilité de ce problème ne dépend que de l’intersec- 
tion de la circonférence CD et de l’arc décrit du point B comme 
,pôle avec la distance polaire a. Or, pour que ces deuxdignes 
se rencontrent, il faut et il suffit que la distance polaire a soit 
plus grande que l'un des deux arcs BD, BD', menés du point B 
, perpendiculuiremeat à la circonférence CD, et plus petite que 
l’autre (IV); je dis que les trois arcs donnés satisfont à ces deux 
conditions. < En effet, l».Tarc a est plus grand par hypothèse 
que l’arc BD, qui égale AB— AD ou c— 6 ; 2° l’arc BD', ou t+c, 
peut être plus petit ou plus grand qu’une deani-circonférence : 
Dans le premier cas, l’arc a est plus petit par hypothèse que 
l’arc BD'; dans le second cas, je compare l’arc a à l’axe BD'fD', 
ou 360o — (6+c), qui est moindre qu’une demi-circonférence, 
et je fais remarquer qu’il est encore plus petit que BD"D'; car 


j’ai par hypothèse 
et, par conséquent. 


o+6 + c<360«, 
a<360. — (6 + c). 


PROBLÈME II. 

Construire un triangle sphérique dont les trois angles sont 
donn és. 

. 'Soient A, B, C, les trois angles donnés; je suppose leur 
somme plus grande que deux angles droits, et chacun d’eux, 
augmenté de deux angles droits, plus grand que la somme des 
deux autres (XllI). Cela posé, je désigne par a', V, c', les sup- 
pléments respectifs de ces angles, et dans chacune des inéga- 
lités suivantes : 

A -t- B -f 0180% 

A-hl80“>B-|-C, 
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données ! par l’iiypothèse, je'rempkice Â par ;B par 

180“— 6', et G par 180* — c'; je trouve ainsi : 

a' + 6'+ c'<360», 
et 


On peut donc construire un 'triangle sphérique avec les trois 
arcs de grands cercles a', V, d, puisque leur somme est moindre 
que la circonférence d’un grand cei*cle/et que chacun d’eax 
est moindre que la somme des deux autres jProbl. I). Ce trian- 
gle sphérique étant construit, je décris ensuite son' triangle 
polaire qui a pour angles les suppléments des arcs a', h' , d 
(VIll), c’est-à-dire les angles donnés A, B, G, et qui résout dès 
lors le problème proposé. 

Ce problème a deux solutions, puisqu’on peut construire un 
triangle sphérique et son symétrique avec les trois arcs a',d ,d. 
Ces deux solutions sont aussi deux triangles sphériques symé- 
triques. 


PROBLEME III. 


Tracer par un point A donné sur une sphère une circonfé- 
rence de grand cercle qui fasse un angle donné avec une cir- 
conférence de grand cercle donné BCD. 

Je commence par déterminer le pôle P du 
cercle BCD, situé sur l’hémisphère ABCD ; je 
décris ensuite la circonférence EFH, lieu géo- 
métrique des pôles des circonférences de 
grands cercles, qui font avec la circonférence 
BCD un angle égal à l’angle donné (III, c), et 
je trace du point A comme pôle un arc de grand cercle, ren- 
contrant généralement la circonférence EFH en deux points 
E, F. Chacun de ces points est le pôle d’une circonférence de 
grand cercle qui résout le problème proposé, car elle passe par 
le point A et fait l’angle donné avec la circonférence BCD. 

Pour reconnaître la condition de possibilité de ce problème, 
je joins le point A au point P par un arc de grand cercle qui 
coupe la circonférence EFH aux deux points H, K, et la circon- 
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férence BCD au point G. Les deux arcs AH, AK, étant perpendi- 
culaires à celle circonférence (E. 17, IV), il faut 
et il suffit que l’arc AH soit plus petit et l’arc AK 
plus grand qu’un quadrans qui est la distance 
polaire de l’arc de grand cercle, décrit du 
point A comme pôle. La première de ces deux 
conditions est toujours satisfaite, puisque l'arc 
AH est moindre que AP, et, par suite, moindre qu’un qua- 
drans. Le problème proposé a donc deux solutions lorsque l’arc 
AK est plus grand que PC, c’est-à-dire lorsque l’arc PK est 
plus grand que l’arc AC qui mesure la distance du point A 
à la circonférence BCD. 11 n’a qu’une solution si PK est égal 
à CA; enfin, il est impossible lorsque PK est moindre que CA. 

Remarque. — Ce problème sert à construire un triangle 
sphérique dans lequel on connaît un angle et les deux côtés 
qui le forment, ou un côté et deux angles. 
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Hesare de la surface du triangle sphérique et du 
volume de la pyramide sphérique. 

Programme: Un fuseau esl à la surface de la splière comme l’angle du fuseau 
est à quatre angles droits. — Deux triangles sphériques symétriques sont 
équivalents. — L’aire d’un triangle sphérique est i celle de la sphère 
entière comme I excès de la somme de ses angles sur deux angles droits 
est à huit angles droits — A chaque propriété des triangles ou poly- 
gones sphériques correspond une propriété analogue des angles trièdres 
ou polyèdres. 


DÉFINITIONS. 

1. On a[ipelle /’u.seau la portion de la surface d’une sphère, 
comprise entre deux deini-circonférenccs de grands cercles 
terminées au même diamètre. L’angle de ces deux circonfé- 
rences a reçu le nom d’angle du fuseau. 

11 est évident que detix fuseaux situés sur la même sphère 
ou sur des sphères égales sont égaux s’ils ont des angles égaux. 

2. Un onglet sphérique est la partie d’une siihère comprise 
entre doux demi-grands cercles terminés au même diamètre. 
L’angle des plans de ces deux cercles est l’angle de l’onglet 
sphérique; le fuseau qui le termine lui sert de base. 

Deux onglets qui font partie de la même sphère ou de sphères 
égales sont évidemment égaux lorsqu’ils ont des angles égatix. 

3. Un segment sphérique est la portion d’une sphère com- 
prise entre deux plans parallèles; il a pour bases les deux cer- 
cles qui le terminent, et pour hauteur la i)lus courte distance 
de scs bases. 

AM. 25 
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Si l’un des deux plans parallèles est langent à là sphère, le 
segment sphérique correspondant n’a qu’une base. 

THÉORÈME I. 

Le rapport d'un fuseau à la surface de la sphère est égal au 
rapport de l’angle de ce fuseau à quatre angles droits. 

Soit le fuseau ABEDy détermraé sur la 
sphère CA par les .demi-circonférences 
BAD, BED, qui se coupent aux exlrémilés 
du diamètre BD. Je décris, du point D 
comme pôle, une circonférence de grand 
cercle, rencontrant les arcs B.AD, BED> 
aux points A et E; l’angle du fuseau a pour 
mesure l’arc AE. Je suppose d’abord cet arc et la circon- 
férence CA commensurables entre eux, et leur rapport égal 
à Je divise la circonférence CA en 16 parties égales; dès 
lors l’arc AE contient exactement trois de ces parties. Par le 
diamètre BD et chacun des points de division, je mène des 
plans qui partagent la surface de la sphère en 16 fuseaux 
égaux entre eux, car leurs angles sont égaux. Or, le fuseau 
ABED contient exactement trois de ces fuseaux partiels; 
donc son rapport A la surface de la sphère égale aussi ; 
par conséquent il est le même que le rapport de l’arc A£ à la 
circonférence CA, ou que celui de son angle à quatre angles 
droits. 

Si l’arc AE et la circonférence CA n’ont -pas' de commune 
mesure, je divise la circonférence en un nombre quelconque 
de parties égales, par exemple en 1000, et je suppose que l’arc 
AE soit plus grand que 345 de ces parties, mais moindre que 
346 ; le rapport dei cet arc à la circonférence CA, ou celui de 
l’angle du fuseau à quatre angles droits, est compris }Mir suite 
entre ^V^ et Par le diamètre BD et chacun des points de 
division de la circonférence, je 'mène des plans 'qui partagent 
la surface de la sphère en 1000 fuseaux 'égaux entre eux, car 
leurs angles ont des mesures égales. Or le fuseau ABED est plus 
grand que 345 de ces fuseaux partiels, et moindre que 346 ; 
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donc son rapport a la surface de la sphère est aussi compris 
entre niVo rapporte! celui de l’angle du fuseau à 

quatre angles droits contiennent dès lors le même nombre de 
millièmes. Je prouverais par un raisonnement semblable que 
ces deux rapports contiennent le même nombre d’unités d’an 
ordre décimal quelconque; par conséquent ils sont égaux. 

Remarque. — On démontre de même que le rapport d’un 
onglet à la sphère égale celui de l’angle de l’onglet à quatre an- 
gles droits. 

CoROLLAiBE. — Soient R le rayon d’une sphèi'e et A le rapport • 
de l’angle d’un fuseau à l’angle droit, l»!! résulte du théorème 
précédent que 

fus. A A _ 

4irR* 4 ’ 

on en déduit : 

fus. A = itR’ X A, 

c’est-à-dire que l’aire d'un fuseau est égale au produit de l’aire 
d'un grand cercle de la sphère, par le rapport de l’angle du 
fuseau à l’angle droit. 

2° On a aussi 

onglet A fus. A 

sphère R surf. spji. R ’ 

or le volume de la sphère est égal au produit de sa surface 
par le tiers de son rayon ; donc le volume de l’onglet est égal au 
produit du fuseau correspondant par le tiers du rayon de la 
sphère. 

THÉORÈME II. 

Deux triangles sphériques symétriques sont équivalents. 

■ ■ Soient ABC, A'BC', 

deux triangles sphéri- 
i \ ques symétriques dans 
lesquels le côté AB est 
à le côté AC 
égal à A'C', et le côté BC 
égal àB'C'; il en résulte que les angles A, B, C, du premier trian- 
gle sont égaux respectivement aux angles A', B', G, du second. 
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k Le triangle ABC peut 

être isocèle ou ne l’être 
p,i \ pas. Je le suppose d’a- 
/ \ bord, isocèle, et ses côtés 

AB, AC, égaux; je dis 
qu’il est égal au triangle 
A'B'C^ qui est aussi isocèle, puisque A'B' est égal à AB, et 
A'C' égal à AC. En effet, si J’applique le côté A'B'sur son égal 
AC, le côté A'C' prend la direction de AB, à cause de l’égalilé 
des deux angles A, A', et le point C' se confond avec le point 
B. Les côtés BC, B'C', ont dès lors leurs extrémités comtnunes 
et coïncident; donc les triangles ABC, A'B’C'sont égaux. 

Je suppose, en second lieu, que les triangles symétriques 
ABC, A'B'C' ne soient pas isocèles, et je dis qu’ils sont équiva- 
lents. Je détermine le pôle P du petit cercle circonscrit au 
triangle ABC (E., 17, Prob. V), et je le joins aux sommets de 
ce triangle par des arcs de grandç cercles. Le point P peut 
être à l’intérieur du triangle ABC ou à l’extérieur, ou bien sur 
le plus grand côté. J’examine d’abord le premier c,as : les arcs 
PA, PB, PC, décomposent le triangle ABC en trois triangles 
PAB, PAC, PBC, qui sont isocèles, car le pôle P est également 
éloigné des trois points A, B et C. Je tire dans l’angle B'A'C' 
un arc de grand cercle A''P', faisant avec le côlé A'B' un angle 
B'A'P' égal à l’angle BAP; je prends ensuite sur l’arc A'P' une 
longueur A'P' égale à AP, et je joins le point F aux trois som- 
mets du triangle A'B'C' par les arcs de grands cercles P' A', 
P'B', P'C'. Les deux triangles PAB, P' A'B', qui ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont 
symétii(|ues; car leurs parties égales sont évidemment dis- 
posées dans un ordre inverse. Or, le triangle PAB est isocèle; 
donc P' A'B' l’est aussi, et ces triangles symétriques sont égaux 
d’après ce qui pirécède. Les triangles PAC, P'A'C’, ont |)areille- 
ment un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à 
' chacun, puisque l’angle PAC, qui est la différence des deux 
angles B.\C, BAP, égale l’angle P'A'C', qui est aussi la différence 
des deux angles B'.V'C', B'.VP', égaux respectivement aux 
angles BAC, BAP. De [dus, les parties égales de ces triangles 
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sont disposées dans un ordre inverse; donc PAC el P'A'C' sont 
symétriques. Mais le triangle P.\C est isocèle; par conséquent 
il est égal à F A'C'. Enfin, les triangles isocèles PBC, FB'C', 
sont égaux, puisqu’ils ont les trois côtés égaux chacun à 
chacun. Donc les triangles ABC, .\'B'C', qui sont composés 
d’un même nombre de triangles isocèles égaux deux à deux, 
sont équivalents. 



On fait la démonstration de la même manière lorsque le 
pôle P du cercle circonscrit au triangle ABC se trouve sur le 
plus grand côté AC du triangle ABC, ou à l’extérieur de ce 
triangle. Dans le premier cas , on décompose ABC en deux 
triangles isocèles PAB, PBC, en tirant l’arc de grand cercle PB. 
Dans le second cas, le triangle ABC est égal à l’excès de la 
somme des deux triangles isocèles PAB , PBC, sur le triangle 
PAC, qui est aussi isocèle. 

Corollaire I. — Si un triangle sphérique ABC est isocèle, les 
angles B, C, opposés aux côtés égaux AB, AC, sont égaux ; et 
réciproquement. 

L’égalité du triangle isocèle ABC et de son symétrique A'B'C' 
prouve que l’angle B est égal à l’angle C, et par suite à l’angle C. 

La réciproque se démontre aussi par la superposition du 
triangle ABC el de son symétrique A'B'C'. 



Corollaire IL— Deu® triangles sphéri- 
ques ABC, DBE, qui ont un angle opposé par 
le sommet, et dont les côtés AC, DE, opposes 
à cet angle sont situés sur la même circon- 
férence de grand cercle, forment ensemble le 
fuseau ABCF dont l'angle est ABC. 
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Le fuseau ABCF égale la somme des deux triangles ABC, 
ACF ; or le triangle ACF est é(]uivalent au triangle BDE parce 
qu’ils sont symétriques, on a donc : 

tri. jVBC + tri. DBE = fus. ABCF. 


THÉORÈME III. 


L’aire du triangle sphérique est à celle de la surface de la 
sphère comme la somme des angles du triangle, diminuée de 
deux angles droits, est à huit angles droits. 

Soit le triangle sphérique ABC ; je prolonge 
ses côtés AC, BC, Jusqu’aux points D et E, où 
ils rencontrent la circonférence dont le troi- 
sième côté AB fait partie, et j’ai les égalités sui- 



ABC-fBCD=: /■«seau A, 
ABC+ ACE = fuseau B, 
ABC-}-CDE=: fuseau G (II, c). 


En ajoutant ces égalités membre à membre, et remarquant! 
que la somme des quatre triangles ABC, BCD, CDE, AGE est 
égale à la moitié de la surface de la sphère, je troure : 

2 ABC-f J surf. sph.= fus. A-f/’tts. B'+fiis. C, 
et, par suite, 

ABC=J (fus. A-^fus.B-\-fus.C)—^$urf. sph. 


Je divise ensuite les deux membres de cette dernière égalité 
par la surface de la sphère, et j’y remplace le rapport de cha- 
que fuseau à la surface de la sphère par celui de l’angle de ce 
fuseau à quatre angles droits ; en désignant par A, B, C, les 
rapports des angles du triangle ABC à l’angle droit, j’ai dès lor» 
ABC _ A + B-fC— 2 .. 

surf. sph. 8 ’ 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

CoBOLLAiRE. — Si, dans l'égalité précédente, je substitue à la 
surface de la sphère huit fois l’aire T du triangle trirectangle , 
cette égalité devient : 


ABC 

T 


= A-fB-i-C-2. 
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le nombre A+B+C — 2, qu’on obtient en divisant l’excès de la 
somme des angles du triangle ABC sui>;deux angles droits par 
l’angle droit, est le rapport de Vexcès sphérique de ce triangle 
à l’angle droit. Par conséquent, le triangle sphérique ABC a 
pour mesure le rapport de son excès sphérique à l’angle droit, 
lorsqu’on prend le triangle trirectangle, ou le huitième de la 
surface de la. sphère, pour l’unité de surface. 

THÉORÈME IV. 


L’aire d'un polygone sphérique convexe ABCDE est ci celle de 
la surface de la sphère comme l’excès de la somme des angles de 
ce polygone, diminuée d’ autant de fois deux angles droits qu’il a 
de côtés moins deux, est à huit angles droits. 

Je joins le sommet A aux autres sommets 
par des arcs de grands cercles qui décom- 
posent le polygone sphérique ABCDE en 
autant de triangles qu’il a de côtés moins 
deux. Or, l'aire de chaque triangle est à 
celle de la sphère comme la somme de ses 
angles, diminuée de deux angles droils , est à huit angles 
droits; donc la somme des aires de tous les triangles ABC, 
ACI), ADE, ou l’aire du polygone ABCDE, est à celle de la sur- 
face de la sphère comme la somme des angles de ce polygone, 
diminuée d’autant de fois deux angles droits qu’il a de côtés 
moins deux, est à huit angles droils ; car la somme des angles 
de tous les triangles est égale à celle des angles du poly- 
gone. 

Corollaire. — Soient n le nombre des côtés du polygone, S le 
rapport de la somme de ses angles à l’angle droit et T l’aire du 
triangle.sphérique trirectangle ; on a 



ABCDE 

T 


= S — 2(n— 2). 


Le nombre S— 2(n — 2), qui est le rapport de l’excès sphérique 
du pcAygone à l’angle dnoit, exprime la mesure 'de la surface de 
ce polygone, .lorsqu’on prend le triangle sphérique trirectangle 
pour unité. 
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Remarques sur les deux chapitres précédents, 

' On sait que les plans des arcs de grands cercles qui forment 
un i>olygone sphérique déterminent au centre de la sphère un 
angle polyèdre qui a les mêmes angles que le polygone et dont 
les angles plans sont mesurés par les côtés du même polygone. 
On peut donc conclure de là qu’à chaque propriété des triangles 
ou polygones sphériques correspond une propriété analogue des 
angles trièdres ou polyèdres. Par exemple : 

Dans tout angle triédre : V la somme des angles dièdres est 
moindre que six angles dièdres droits, et plus grande que deux; 
'i"la somme de deux angles dièdres est moindre que le troisième, 
augmenté de deux angles dièdres droits. 

Deux angles trièdres sont égaux ou symétriques : 1“ s’ils ont 
un angle dièdre égal compris entre deux angles plans égaux cha- 
cun à chacun ; 2« s’ils ont un angle plan égal, adjacent à deux 
angles dièdres égaux chacun à chacun; 3» s’ils ont les trois angles 
plans égaux chacun à chacun ; s’ils ont les trois angles dièdres 
égaux chacun à chacun. 


THÉORÈME V. 



Le lieu géométrique des sommets A des triangles sphé- 
riques, qui ont une base commune BC, et dans 
lesquels l’angle A opposé à la base diffère de la 
somme B+C des deux autres angles d’une 
quantité constante K, est une circonférence 
passant par les points B et C. 

Soit ABC l’un dés triangles jouissant de la 
propriété énoncée ; je détermine le pôle P du cercle qui passe 
par ses sommets, et je tire les arcs de grands cercles PA, PB, PC. 
Le triangle PAB étant isocèle , l’angle PBA opposé au côté PA 
est égal à l’angle PAB opposé au côté PB ; pour une raison sem- 
blable, l’angle PCA est égal à l’angle PAC. Par conséquent, la 
somme des angles égaux PBC, PCB du triangle isocèle PBC égale 
l’extès K de la somme des deux angles ABC, ACB, du triangle 
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ABC sur le troisième BAC, et chacun des angles PBC, PCB, égale 
la moitié de l’angle donné K (II , c, I). Le triangle isocèle PBC' 
est donc déterminé , puisqu’on connaît son côté BC et les deux 
angles adjacents ; la distance AP du sommet variable A au point 
fixe P est par suite constante, et le lieu géométrique du point A 
est la circonférence décrite du point P comme pôle avec la dis- 
tance polaire PB ou PC. 

THÉORÈME VI. 


Le lieu géométrique des sommets C des triangles sphériques de 
même base AB et de même surface est une circonférence. 

Soit ABC l’un des triangles satisfaisant aux conditions de 
l'énoncé; je prolonge les côtés BC, AC,de l’an- 
gle ACB jusqu’à la rencontre de la circonfé- 
rence AB. En désignant par A, B, C, D, E, les 
rapports des angles des triangles ABC, CDE, à 
l’angle droit, et par S le rapport constant de 
l’aire du triangleABCà celle du triangle Irirectangle, j’ai l’éga- 
lité (III) : 

A+B-t-C— 2=S; 



or, les angles A et D des triangles ABC, CDE, sont supplémen- 
taires, ainsi que leurs angles B et E; par conséquent, 

A=2— D, 

et B=2— E. 


En substituant ces valeurs de A et B dans l’égalité précédente, 
je trouve : 

2-fC-D-E=S, 

c’est-à-dire que l’angle C du triangle CDE diffère de la somme 
D-pE des deux autres angles d’une quantité constante. Or 
les deux sommets D et E de ce triangle sont diamétralement 
opposés aux points donnés A et B, et, par suite, fixes; donc le 
lieu du troisième sommet C est une circonférence passant |iar 
les points D et E. 

Celle proposition est connue sous le nom de théorème de 
Lexell ; c’est à M. Steiner qu’est due la démonstration géomé- 
trique précédente. 
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THÉORÈME VII. 


Si deuT pyramides sphériques triangulaires sont symétriques, 
elles sont équivalentes. 

Démonstration analogue à celle du théorème II, même 
chapitre. On y remplacera chaque triangle sphéricpie par la 
pyramide sphérique correspondante. 


Corollaire. — Deux pyramides sphériques triangulaires 
OABC, OCDE, qui ont un angle dièdre opposé par l’arête et dont 
les deux faces AOB, EOD, opposées à cet angle 
font partie du même plan, forment ensemble 
l’onglet ACFB dont l’angle est ACB. 

Car la pyramide OCDE est équivalente 
à la pyramide OAFB, parce qu’elles sont 
symétriques. 



THÉORÈME VIII. 

Le volume d’une pyramide sphérique triangulaire OABC est 
égal au produit de sa base ABC par le tiers du rayon OA de la 
sphère. 

Les plans des faces AOC, BOC, divisent l’hémisphère ABCD 
ett quatre pyramides sphériques trian- 
gulaires OABC, OACD, OCDE, OBCE, et 
l’on a : 

OABC + OBCE=o«ÿZ£t A, 
0\BC+0\CD=onglct B, 
OABC+OCDE=ongr/et C (\’U,c). 
En ajoutant ces égalités membre à mem- 
bre et remarquant que la somme des quatre pyramides OABC, 
OBCE, OACD, OCDE, est égale à la moitié de la sphère, on 
trouve : 

20ABC-K sphère — onglet A-\-onglet B-f- onÿZef C, 
et, par conséquent, 



Digilized by Coogle 



COMPLÉMENT. 394 

OABC;^ {onglet k-\~onght B-]-onglet C)—\sphére. 

Or on a successivement (I, c.) : 

onglet \=fux. AX3OA, 
onglet B=fus. BXjOA, 
onglet C=fus. Cx^OA, 

et sphère OA=sur/'. sph.x^OX ; 

donc OABC = 1 ^ ~l~ ^tgurf. sph.'jx j OA , 

ou (ni) OABC=<n.ABCx|OA. 


Corollaire. — Le volume de la pyramide sphérique triangu- 
laire OABC es< aussi égal au rapport de rexccs sphérique de sa 
base à l’angle droit , si l’on prend la pyramide Irireclangle, ou 
le huitième de la sphère, pour l’unité de volume. 

Soient A, B, C, les rapports des angles de la pyramide O^VBC 
à l’angle droit et R le rayon de la sphère; on a (111) : 

tri. ABC = (A + B + C- 2) , 

A 

et, par suite, 

I>3 

pyr. OABC = (A + B + C - 2) ; 
mais le volume V de la pyramide sphérique trirectangle est 
égal à - — (E. 20, IV) ; on a donc : 


pyr. OABC 
V 


= A + B + C-2; 


ce qui démontre le théorème énoncé. 


THÉORÈME IX. 


Le volume d'une pyramide sphérique polygonale OABCDE 
est égal au produit de sa 6«ie.ABCDE par le tiers du rayon de 
la sphère. 
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Je mène les grands cercles OEB, OEC, qui décomposent la 
pyramide polygonale ABCDE en pyramides 
triangulaires ayant pour bases les différents 
triangles dans lesquels le polygone ABCDE 
est partagé par les arcs EB, EC. Chaque 
pyramide triangulaire a pour mesure le 
produit de sa base par le tiers du rayon de 
la sphère; donc le volume de la pyramide polygonale OABCDE 
est égal au produit de la somme des bases des pyramides trian- 
gulaires par le tiers du rayon, c’est-à-dire égal au produit de 
sa base par le tiers du rayon. 

CoROLL.\iRB. — Le volume de la pyramide sphérique polygo- 
nale O.ABCDE est aussi égal au rapport de T excès sphérique de sa 
hase à l’angle droit, si l'on prend la pyramide sphérique trirec- 
langle pour l'unité de volume. 

Soient R le rayon de la sphère, n lu nombre des faces latérales 
de la pyramide et A le rapport de la somme de ses angles diè- 
dres à l’angle dièdre droit; on a (IV) : 

polyg. ABCDE =’^’ (A— 2(n— 2)) 

irR® 

et, par suite, OABCDE = (A — 2 (h — 2))- 

TC R® 

Or le volume V de la pyramide trirectangle est égal à 

6 

(E. 20, IV) ; on a donc : 



OABCDE 

V 


A — 2(n— 2); 


ce qui démontre le théorème énoncé. 

PROBLÈMES. 


La somme des angles dièdres d’un angle polyèdre qui a n 
faces est plus grande que 2(n — 2) angles droits, et moindre 
que 2n angles droits. 

2. Le tétraèdre qui a pour sommets les points d’intersection 
des médianes des faces d’un tétraèdre donné est semblable au 
symétrique de ce dernier tétraèdre. — Quel est le rapport de 
leurs volumes î 
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3. Si le plus grand des angles d’un triangle sphérique est 
égal à la somme des deux autres, le pôle du cercle circonscrit 
à ce triangle est sur le plus grand côté. 

4. Si le plus grand des angles d’un triangle sphérique est 
plus grand que la somme des deux autres, le pôle du cercle 
circonscrit est situé à l’extérieur du triangle, entre les prolon- 
gements des côtés du plus grand angle. 

5. Si le plus grand des angles d’un triangle sphérique est 
moindre que la somme des deux autres , te pôle du cercle cir- 
conscrit est situé à l’intérieur du triangle. 

6. Tout point de l’arc bissecteur de l’angle de deux arcs de 
grands cercles e^t également éloigné des deux côtés de cet 
angle. — Tout point extérieur à l’arc bissecteur est inégalement 
distant des deux côtés de l’angle. 

7. Les arcs bissecteurs des trois angles d’un triangle sphé- 
rique passent par le même point qui est le centre du cercle 
inscrit. — Les arcs bissecteurs des suppléments de deux angles 
d’un triangle sphérique et l’arc bissecteur du troisième angle 
se rencontrent en un même point, centre de l’un des cercles 
ex-inscrits. 

8. Quel est le lieu géométrique des sommets des triangles 
sphériques qui ont une base commune et dont l’angle au som- 
met est égal à la somme des deux autres ? 

9. Quelle est la portion de la surface ou du volume de la terre 
comprise entre l’équateur et l’écliptique , sachant que ces deux 
cercles forment un angle de 23° 28' ? 

tO. Déterminer l’angle des méridiens de Paris et de Londres, 
en sachant que le fuseau terrestre qu’ils forment est égal à 3367 
myrianiètres carrés. 

H. Calculer l’aire d’un triangle sphérique ABC, en sachant 
que le rayon de la sfilicre est égal à l'",2 et que les angles 
A, B, C, sont respectivement égaux à 78» IS', 62“ 43' et 
'72“40'. 

12. Calculer les angles d’un triangle sphérique ,*en sachant 
qu’ils sont entre eux comme les nombres 4, 6 et 7, et que ce 
triangle est égal au quart du triangle trireclangle de la même 
sphère. 
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1 3. Calculer le rayon du segment sphérique maximum parmi 
les segments sphériques qui sont termiués par des zones de sur- 
face constante, à une seule base. 

14. Diviser une sphère -en deux segments dont l’un soit les 
|de l’autre, par un plan perpendiculaire à un diamètre donné. 
—Calculer le rayon de la section à un millimètre près, en pre- 
nant celui de la sphère pour imité. 

15. Inscrire dans une sphère un cylindre dont le volume ait 
un rapport donné avec celui de la sphère. — Maximum de ce 
rapport. 


FIX DU COMPLÉMEM. 
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DES FIGURES TRACÉES SUR LA SPHÈRE. 
CHAPITRE I. 


Du Triangle et de la Pyramide sphériqnea. 

Dans tout triangle sphérique un cêlé quelconque est plus petit que la 
s«t^fp(!j(^«$,deux autres. — Le plus court chemin d'un point 4 un 
filtre surth^rface de la sphère est un arc de grand cercle. — Me- 
( . sure de deux arcs de grands cercles. Propriétés du 

•■ ^Irimigle pol^e ou supplémentaire. — Deux triaog'es sphériques, 
tHués |ur la même sphère ou sur des sphères égales, sont égaux 
danrtoBlcs leurs parties: 1o lorsqu'ils ont un angle égal compris 
entre deux côtés égaux chacun 4 chacun ; 2« lorsqu'ils ont un côté 
égal adjacent 4 deux angles égaux chacun 4 chacun ; 3« lorsqu'ils 
sont équilatéraux entre eux ; 4” lorsqu'ils sont équiangles entre 
eux. Dans ces différents cas ces triangles sont égaux ou symétriques. 
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